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Algebra und Zahlentheorie. 
Kombinatorik, Lineare Algebra, Formen: 


Narasimha Murti, V.: On a problem of arrangements. I. J. Indian Math. Soc., 
N.s. 4, 39—43 (1940). 

2n + 1 Personen werden an n Tagen zum Gastmahl geladen und sitzen um einen 
runden Tisch. Läßt es sich so einrichten, daß jede Person an den n Tagen immer neue 
Nachbarn erhält? Das Problem wird hier ganz allgemein erledigt, während bei früheren 
Arbeiten einschränkende Voraussetzungen über die Zahl 2» +1 gemacht werden 
mußten. Kowalewski (Prag). 

Bose, R. C.: On the construetion of balanced ineomplete block designs. Ann. of 
Eugen. 9, 353—399 (1939). 

Es handelt sich hier um eine sehr gründliche Untersuchung gewisser kombinato- 
rischer Gebilde, die eine Verallgemeinerung der Steinerschen Dreiersysteme darstellen. 
Als „vollständige (A, u, k)-Konfiguration“ wird bei v Elementen folgendes Gebilde 
bezeichnet: Die » Elemente sind zu je kin Gruppen geordnet derart, daß jede u-gliedrige 
Kombination der » Elemente in A Gruppen vorkommt. Im Steinerschen Falle ist 
A=1,u=2,k=3. In vorliegender Arbeit wird, ohne A und % einzuschränken, 
u = 2 angenommen. Die betrachteten Gebilde sind bei biologischen Untersuchungen 


aufgetreten. Kowalewski (Prag). 
© Dörrie, Heinrich: Determinanten. München u. Berlin: R. Oldenbourg 1940. 216.8. 
geb. RM..11.—. 


Dieses Buch schließt sich in Geist und Stil an das Buch desselben Verf. ‚Triumph der 
Mathematik‘ (Breslau 1933) an. Verf. stellt sich hier die Aufgabe, das Vorurteil, daß die 
Determinantenlehre trocken sei, zu entkräften und die Determinantenmethode, die immerhin 
noch weit davon entfernt sei, Gemeingut aller mathematisch interessierten Kreise zu sein, 
diesen ‚‚Königsweg in der Mathematik“, jedem, der für die Schönheit mathematischen Denkens 
empfänglich sei, so bequem wie möglich zugänglich zu machen. -— Darnach wird vor allem 
interessieren, auf welchem Wege Verf. seine Leser zu den Hauptsätzen der Determinanten- 
theorie führt; dieser Weg ist nicht neuartig: Verf. beginnt mit einer Untersuchung über gerade 
und ungerade Permutationen, die ja in keinem Falle erspart bleiben kann, und definiert sodann 
die Determinante in gewöhnlicher Weise als die alternierende Summe der Produkte ihrer 
Elemente. Daraus folgen leicht die Sätze über die Entwicklung nach einer Zeile (Spalte), 
über die Vertauschung von Zeilen oder Spalten, der Laplacesche Entwicklungssatz und der 
Produktsatz, für welchen zwei Beweise gegeben werden. Darauf kommt eine kurze Darstel- 
lung des Matrizenkalküls, darunter auch der bekannte Satz über die Determinante eines 
Produktes von Matrizen, und sodann die Lehre von der Auflösung der linearen Gleichungen. 
Es mag überraschen, daß Verf. erst hier seine Leser mit der wichtigsten Anwendung der Lehre 
vertraut macht, also glaubt, ihnen ein beträchtliches Maß von abstraktem Denken zumuten 
zu dürfen. Die Darstellungsweise ist hier ($$ 13—14) und bei der Behandlung des Vektor- 
begriffes ($ 15) auch nicht immer so klar und einfach, wie man es wohl wünschen möchte. 
Dagegen sind die abschließenden Paragraphen über die reziproke (= adjungierte) Determinante, 
über symmetrische und schiefsymmetrische Determinanten, sowie der Satz von Hadamard 
sehr schön ausgearbeitet. — Das Hauptgewicht des Buches, auch dem Umfange nach, liegt 
auf dem zweiten, die Anwendungen betreffenden Teil; man kann wohl sagen, daß der erste, 
theoretische Teil des Buches nur um des zweiten willen geschrieben und diesem als notwendiges 
Übel vorangestellt worden ist. Hier zeigt sich auch die Stärke des Verf., an kleinen, klar 
herausgearbeiteten Einzelproblemen die vorzügliche Wirkung der Methode ins Licht zu stellen. 
Er beginnt mit arithmetischen Anwendungen, unter denen die Auflösungen der kubischen 
und biquadratischen Gleichungen besonders originell, und ferner einige Anwendungen auf 
algebraische Zahlen, sowie eine ausführliche Behandlung der Resultante, Diskriminante und 
der Funktionaldeterminante enthalten sind. Es folgen die linearen Transformationen (mit 
besonderer Beachtung der orthogonalen, Herleitung der Cayleyschen Formel), wonach eine 
Untersuchung der quadratischen Formen (Trägheitssatz von Sylvester, Säkulargleichung) 
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diesen Absatz beschließt. Die geometrischen Anwendungen betreffen zur Hauptsache den 
Dreiecks- und Tetraederinhalt, einige Relationen zwischen Winkeln und zwischen Strecken, 
das Ausarten von Kegelschnitten und Flächen zweiten Grades im Zusammenhang mit dem 
Range ihrer Koeffizientenmatrix und zum Schluß die Transformation auf Hauptachsen. 
Für das Verständnis dieser Entwicklungen wäre an mehreren Stellen die Beigabe einer erläutern- 


den Figur von Nutzen. W.@Gröbner (Berlin). 
Paternö, Gaetano: Determinanti O-involutori. Ist. Lombardo, Rend., IV. s. 73, 
3—9 (1940). 


Der Inhalt dieser kurzen Note läßt sich in der Sprache der Matrizenrechnung, 
die der Verf. nicht verwendet und daher von Determinanteneigenschaften spricht, 
wo Ref. die entsprechenden Matrizeneigenschaften definiert, folgendermaßen angeben: 
Eine quadratische Matrix A soll d-involutorisch heißen, wenn 


sind, co29, ..., cos9 
92 — co29, sind, ..., cos?® eh 
\cos?9, cos®#, ..., sın?d 


Da sich |Ss| durch elementare Umformungen leicht als 

(— 1)" "tcos"-129[1 + (n — 2)cos?®] 
errechnen läßt, so ist damit das Quadrat einer ®-involutorischen Determinante be- 
stimmt. Beziehungen zwischen den Elementen einer Ö-involutorischen Matrix und 


ihren adjungierten Unterdeterminanten folgen, wenn V* die zu W adjungierte 
Matrix bedeutet, aus der Gleichung AU = &sA*. Die Gleichung 
(U EA + x) = 5 —- € 

zeigt, daß die Quadrate der charakteristischen Wurzeln von U als charakteristische 
Wurzeln der reellen symmetrischen Matrix ©; sämtlich reell sind. Die Determinante 
|Ss — E| = (—1)" (2? + 00829)" -1[2? — (n — 2)cos?# — 1] errechnet sich wieder 
leicht durch elementare Umformungen. Über die Bedeutung und Konstruktion der- 
artiger Determinanten sagt die Arbeit nichts. T. Rella (Wien). 

Potron: Sur les matrices non negatives et les solutions positives de certains systemes 
lineaires. Bull. Soc. Math. France 67, 56—61 (1939). 

Quelques generalisations et applications des theor&mes de Frobenius pour les 
matrices aux elements non negatifs. N.Obrechkoff (Sofia). 

Specht, Wilhelm: Zur Theorie der Matrizen. II. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 50, 
Abt.1, 19—23 (1940). 

Es werden kennzeichnende Klasseninvarianten für die Klassen unitär-ähnlicher 
Matrizen (B= U*AU, UU*=E, U* transponiert-konjugiert zu U) angegeben. 
Verf. betrachtet dafür die Matrizendarstellung @(X, Y) = X YhAXrYfı,,. Xan YPn 
der multiplikativ abgeschlossenen Menge & aller der Elemente mit «;, ß;>0 einer 
freien Gruppe mit zwei Erzeugenden. Mit Hilfe eines hinreichenden Kriteriums dafür, 
daß eine Gruppe (hier die Gruppe der @(A, A*)) vollreduzibel ist (dies. Zbl. 22, 195) 
folgt: A und B sind dann und nur dann unitär-ähnlich, wenn für alle @(X, Y) die 
Spuren von @(A, A*) und von @(B, B*) einander gleich sind. Ferner ist A dann und 
nur dann unitär-unzerlegbar, wenn jede mit A und A* vertauschbare Matrix V die 
Gestalt V = aE hat. Besitzt die allgemeine derartige Matrix V genau r verschiedene 
charakteristische Wurzeln der Vielfachheiten n,,N,,...,n,, so kann A unitär auf 
entsprechende Kästchenform transformiert werden; die Teilmatrizen sind unitär- 
unzerlegbar und im wesentlichen eindeutig bestimmt. (Teil I vgl. dies. Zbl. 14, 195.) 

E. Schulenberg (Berlin). 

Rados, Gustav: Über einige von Hermiteschen abgeleitete Formen. Mat. termeszett. 
Ertes. 58, 639—649 u. deutsch. Zusammenfassung 650—651 (1939) [Ungarisch]. 

Es sei H eine Hermitesche Form. Die k-te Potenz (= die k-te iterierte Faltung), 
die k-te induzierte Form und die k-te adjungierte Form von H werden die k-ten abge- 
leiteten Formen von H genannt. Ist 7 positiv definit (semidefinit), so sind auch ihre 
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abgeleiteten Formen positiv definit (semidefinit). Ist H negativ definit (semidefinit), 
so sind ihre k-ten abgeleiteten Formen positiv definit (semidefinit) bzw. negativ definit 
(semidefinit), je nachdem k eine gerade bzw. ungerade Zahl ist. Ist H indefinit, so ist 
ihre k-te Potenz positiv definit bzw. indefinit, je nachdem k gerade bzw. ungerade ist. 
Die adjungierten und induzierten Formen einer indefiniten Hermiteschen Form sind 
wieder indefinit. @y. v. 82. Nagy (Szeged). 

Rados, Gustav: Eine elementare Herleitung der Kennzeichen definiter und semi- 
definiter Hermitescher Formen. Mat. termeszett. Ertes. 58, 652-664 u. deutsch. Zu- 
sammenfassung 665—666 (1939) [Ungarisch]. 


n n 
Es sei 2-3 ID) aupTate eine Hermitesche Form (so daß dpa = A,g Ist). 


a=1#=1 
Ist D, = Ja,;| (x,8=1,2,...,k) der Hauptminor k-ten Grades der Determinante 
D,„ von H, so gilt der Satz: H ist dann und nur dann positiv definit bzw. negativ definit, 
wenn sgD; =1 bzw. gD; = (-1) (k=1,2,...,n) ist. — Ist H eine singuläre 
Hermitesche Form vom Range r, so kann man ihre Variablen &,, %,,...., 2, so an- 
ordnen, daß D,#0 und D,;,ı=D,;s =: --=D,=0 sind. Die so normierte 
Form H ist dann und nur dann positiv bzw. negativ semidefinit, wenn sgD; =1 bzw. 
38D,=(-1"(k=1,2,...,r) is. @y. v. 8z. Nagy (Szeged). 
Rados, Gustav: Über die Kroneckersche Komposition von Hermiteschen Formen. 
Mat. termeszett. Ertes. 58, 667—670 n. deutsch. Zusammenfassung 671—672 (1939) 
[Ungarisch]. 


Unter der Kroneckerschen Komponierten Ax B der Matrisen A=|ja,n| 
(,h=1,2,...,m) und B=||by,„.|(g’,A’=1,2,...,n) versteht man die Matrix 
Ba Brsdır 2 Oymdir == Hidin! Aradın =: n 2Amdin 
Biel un Fi mlpi 2 OD den 
De ee a Br SR 

I 
Amıdın Amabdıı Ammbdıı Amıdın Amadın AmmOıa 
|Amıbnı Amz2onı ie AmmOn1 Brite En 10nn Am2Onn GEDFT Gam nn 


Ist A bzw. 8 die zu A bzw. B gehörige bilineare Form, so bedeutet Y x B die zu 
A x B gehörige bilineare Form, die Kroneckersche Komponierte von Y und ®. Sind 
9 und 8 Hermitesche Formen, so ist Y\ x 3 dann und nur dann eine Hermitesche 
Form, wenn Ax B=Bx A ist. — Im folgenden wird vorausgesetzt, daß W, 3 und 
U x 8 Hermitesche Formen sind. Sind V und 3 definit bzw. semidefinit, so ıst auch 
A x 8 definit bzw. semidefinit. Ist U bzw. 8 vom Range r bzw. s, so ist U x B vom 
Range rs. Ist X bzw. 8 definit bzw. indefinit, = ist X x 3 indefinit. — Ist X definit 


bzw. semidefinit und setzt man x A x --- xA=NW“E, so ist auch W*& eine definite 
bzw. semidefinite Hermitesche Form. @y. v. Sz. Nagy (Szeged). 


Petr, K.: Rationale kanonische Form einer linearen Substitution. Cas. mat. fys. 
69, 9—21 u. deutsch. Zusammenfassung 22 (1940) [Tschechisch]. Ms 

Es handelt sich um eine Vereinfachung des in Dicksons ‚Höhere Algebra“ (Leipzig 
1929) gegebenen Verfahrens. Die im folgenden auftretenden Koeffizienten von Poly- 
nomen und Elemente von Matrizen sollen einem kommutativen Körper K angehören. 
Es soll die Substitution (1) X, = a, 2, 4: + Ann a n), kurz BI Al[«] 
durch (2) [x] = C[y], [X] = O[Y] (wo die Determinante IC] + 0 ist) auf die kano- 
nische Form [Y] = B[y] gebracht werden. Das Haupthilfsmittel ist die folgende 
Operation A, die auf jede Linearform L=c27 4°: 492m My...) Zn ange- 
wandt werden kann: Ay = a, +: tan, AL=93Am +: + mA an; jet 
YA) = dA” +d,A” +. + dm, 80 setze man po(A)L=d,A"L+d,4"-!L 
+... +d„L, wo AkL= A-1(AL). Nach (1) ist X;—= Az, und wegen (2) auch 
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Y;= Ay;. Jeder Linearform L(x) wird nun eindeutig (bis auf einen Faktor in K) 
das Polynom h(A) niedrigsten Grades zugeordnet, für welches h(4A) L —=0 ist (h „ge- 
hört“ zu L). Gehört h, zu L,, hy zu L, und ist h, das kleinste gemeinsame Vielfache 
von h,,h,, so ist ha das Polynom niedrigsten Grades mit hz(A)L, = h,(A)L, — 0, 
und es gibt eine Linearform, zu welcher h, gehört. Durch sukzessive Anwendung dieses 
Satzes folgt: Es gibt ein Polynom g(A) = A — b,A!1 — ... — b,40 und eine Linear- 
form L(x), so daß g zu L gehört und g das niedrigste Polynom mit g(A); =0 
@=1,...,n)ist. Setzt man y, = L(®),.. ., y = A'"!L(x), so ist (wegen Y; = A Y:) 
Y=y, Y=Ys--»Yı=biyıt:::+by. Wählt man noch geeignet die 
(n — t) letzten Zeilen von O!, so hängen Yyrı,---, Yn MUr Von Yırız «+ +> Ym ab; 
verfährt man analog mit diesen (n — t) Unbestimmten, so kommt man schrittweise 
zum Ziel. Es werden auch die im Falle eines reduziblen g(A) auftretenden Verein- 
fachungen behandelt und der Zusammenhang von (1) mit der Substitution [X’] = A, [2], 
A,),=a,4°°1+0,4°"2 +... +0,4° für den Fall betrachtet, daß g(A) in Linear- 
faktoren zerfällt. Jarnik (Prag). 


Abstrakte Algebra: 


Richardson, A. R.: Abstraet algebra. Math. Gaz. 24, 15—24 (1940). 

Es wird an Hand von zahlreichen, sehr verschiedenartigen Beispielen die grund- 
legende Bedeutung klargemacht, die die einfachsten Begriffsbildungen der formalen 
Algebra (Gleichheit, Kongruenzklasseneinteilung, Anordnung, Abbildung, Iso- und 
Automorphismus usw.) für die mannigfachsten Gebiete der Mathematik besitzen. 
Verhältnismäßig ausführlich verweilt die Note bei den Begriffsbildungen aus der 
Theorie der Verbände, der „structures“. Krull (Bonn). 

© Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluß ihrer An- 
wendungen. Bd. 1: Algebra und Zahlentheorie. Tl. 1: A. Grundlagen. B. Algebra. 
2., völl. neubearb. Aufl. Hrsg. v. H. Hasse u. E. Hecke. H. 5. Leipzig u. Berlin: B. G. 
Teubner 1939. 135 S. u. 7 Abb. RM. 9.60. 

Krull, Wolfgang: Allgemeine Modul-, Ring- und Idealtheorie. S. 1—54. 

Wie in dem ‚‚Idealbericht“ des Verf. (Erg. Math. 4, 3; dies. Zbl. 11, 197) zerfällt die 
Idealtheorie auch hier in eine additive und eine multiplikative Idealtheorie. Die additive 
Idealtheorie wird für Ringe mit Maximalbedingung (O-Ringe) entwickelt; sie geht vom 
Begriff des Primärideals und des primären Ringes aus, untersucht die additive Zerlegung 
der Ringe und die Durchschnittsdarstellung der Ideale, untersucht die Dimensionstheorie, 
insbesondere der „Stellenringe“, und das Verhalten der Ideale bei Ringerweiterung. 
Die multiplikative Idealtheorie geht von den beiden eng zusammenhängenden Problemen: 
Zerlegung in Primideale und Gruppeneigenschaft der (gebrochenen) Ideale, aus. Sie 
beschäftigt sich mit ganz-abgeschlossenen Ringen und hängt nach Krull mit der Be- 
wertungstheorie eng zusammen. Das letzte Kapitel untersucht, unter Kombination 
der additiven Methoden mit den multiplikativen Fragestellungen, die einartigen 
O-Ringe. Hierher gehören Untersuchungen über umkehrbare Ideale, Führersätze, 
Grad- und Normensätze und Differentensätze. van der Waerden (Leipzig). 

Moriya, Mikao: Bewertungstheoretischer Aufbau der multiplikativen Idealtheorie. 
J. Fac. Sci. Hokkaido Univ., Ser. I Math. 8, 109-144 (1940). 

Gegenstand der Untersuchung sind diejenigen Integritätsbereiche, die vom Ref. 
unter bewertungstheoretischen Gesichtspunkten als „endlich diskrete Hauptordnungen“ 
bezeichnet wurden, und die man idealtheoretisch dadurch charakterisieren kann, daß 
in ihnen jedes ganze Ideal im Sinne der van der Waerden-Artinschen Äquivalenz- 
theorie einem eindeutig bestimmten Produkt von endlich vielen Primidealen äquivalent 
ist [vgl. Krull, Idealtheorie, Erg. Math. u. Grenzgeb. 4, Nr 37 (1935); dies.Zbl. 11, 197; 
van der Waerden, Moderne Algebra II, $ 103; dies. Zbl. 22, 298]. Es wird auf rein 
bewertungstheoretischer Grundlage die Idealtheorie in den genannten Integritäts- 
bereichen und ihren endlichen algebraischen Erweiterungen, die selbst endliche diskrete 
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Hauptordnungen darstellen, entwickelt. Die Sonderstellung der Noetherschen „Fünf- 
axiomeringe‘‘, in denen jedes ganze Ideal Primidealprodukt und nicht nur einem Prim- 
idealprodukt äquivalent ist, wird ausführlich gewürdigt. Der Zweck der Arbeit ist 
nicht die Entwicklung einer völlig neuen Methode. Es soll vielmehr eine im einzelnen 
sorgfältig ausgeführte ausführliche Darstellung gegeben werden, die gegenüber früheren 
Behandlungen des gleichen Gegenstandes den Vorzug besitzt, daß sie soweit irgend 
möglich mit elementaren bewertungstheoretischen Überlegungen auskommt und von 
idealtheoretischen Begriffen nur das unbedingt Notwendige heranzieht. In einer Arbeit 
aus dem Jahre 1937 (Math. Z. 42, 767—-773; dies. Zbl. 17, 149) hat Ref. in aller Kürze 
die Idealtheorie nicht nur der endlichen, sondern auch der unendlichen algebraischen 
Erweiterungen endlicher diskreter Hauptordnungen entwickelt, allerdings dem dortigen 
Standpunkt entsprechend unter stärkerer Benutzung spezifisch idealtheoretischer 
Hilfssätze. Die vorliegende Moriyasche Arbeit dürfte die geeignete Grundlage bilden 
für eine im Sinne der Bewertungstheorie vereinfachte Herleitung der Hauptergebnisse 
von Math. Z. 42. Wolfgang Krull (Bonn). 


Mori, Shinziro: Zerlegung der Hauptideale aus Polynomringen in minimale 
Primideale. II. J. Sci. Hirosima Univ. A 10, 1-6 (1940). 

Der Hauptsatz der Note II des Verf. (dies. Zbl. 20, 341) wird verallgemeinert: 
Ist jedes Hauptideal eines Integritätsbereiches J als Potenzprodukt von endlich vielen 
Primidealen darstellbar, so läßt sich jedes Hauptideal in J=J[z,,%,...] (die x; 
sind Unbestimmte in beliebiger Mächtigkeit) auch als Potenzprodukt von endlich 
vielen in J minimalen Primidealen darstellen. Beim Beweis werden folgende Sätze 
abgeleitet: Ist p in J minimales Primideal, so auch p= p[x,,2,,...]in J. Diese 
Primideale inJ heißen von erster Art. Es gibt auch Primideale in J, die kein Element 
aus J enthalten, Primideale zweiter Art. Solche erhält man folgendermaßen: 7 sei ein 
Primelement in J. Die Gesamtheit aller Elemente aus J, deren Produkt mit irgend- 


einem Element aus J durch 7 teilbar ist, ist ein minimales Primideal zweiter Art in J. 
@G. Köthe (Münster i. W.). 


Maeda, Fumitomo: Ideals in a Boolean algebra with transfinite chain condition. 
J. Sci. Hirosima Univ. A 10, 7—36 (1940). 

L sei im folgenden eine verallgemeinerte X-Boolesche Algebra (die Kardinalzahl 
besagt, daß in ZL Vereinigungen und Durchschnitte von weniger als X Elementen 
immer existieren). Z erfüllt die X-Kettenbedingung, wenn jede auf- oder absteigende 
wohlgeordnete Kette von Elementen ...a,< ag... eine kleinere Mächtigkeit als X 
hat. Ist a ein X-Ideal in Z, so ist der Restklassenverband L/a ebenfalls eine verall- 
gemeinerte Boolesche Algebra mit Nullelement. Erfüllt Z/a die X-Kettenbedingung, 
so heißt a ein Basisideal bezüglich der Kettenbedingung. Die Menge Px aller Basis- 
ideale bildet eine. verallgemeinerte X-Boolesche Algebra. Bildet man in diesem Ver- 
band die Menge ®% aller dualen Ideale, so erhält man sogar eine kontinuierliche 
Boolesche Algebra (d. h. eine solche, in der beliebige Vereinigungen und Durchschnitte 
gebildet werden können). Diese Ergebnisse sind zum Teil Verallgemeinerungen von 
Resultaten von J. v. Neumann (vgl. Continuous Geometry, Vorlesungsausarbeitung, 
Princeton 1935/37). Anwendung auf die Maßfunktion ®(a) in einer X,-Booleschen Alge- 
bra L,:®(a) ist eine Maßfunktion, wenn D(a)>0 und reell ist für alle a€ Z, und 


D(a) > 0(a)) ist, sobald a die Vereinigung der a; ist und, N a, = 0 für alle #j. 
i=ı 


Wird ®<y gesetzt, so gilt: Wenn aus y(a) = stets ®(a) =0 folgt, so bilden die Mab- 
funktionen von L, eine verallgemeinerte X,-Boolesche Algebra %,, und die Menge aller 
X,-Ideale in %, ist eine kontinuierliche Boolesche Algebra. Für dieses Resultat wird 
noch ein zweiter, von der Theorie der Ideale in einer Booleschen Algebra unabhängiger 
Beweis gegeben. Eine weitere Anwendung auf die Spektraltheorie eines komplexen 
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Euklidischen Raumes 9: Eine Familie von Projektionen E(a) in ©, die für alle a einer 
X,-Booleschen Algebra L, erklärt sind, mit den Eigenschaften «) E(a)E()=0 
für andb=0, ß) E(a) = E(a,) + E(a,) + ---, wenn a direkte Summe der a; ist, 
y) E(l)=1, wird als Zerlegung der Identität im allgemeinen Sinne bezeichnet. Die 
Menge aller «€ L,, für die #(a)f = 0 ist, bildet ein Basisideal a, für die N,-Ketten- 
bedingung in L,. Es wird bewiesen, daß die Menge Rz aller a, € 9, ein duales 
X.-Ideal in Px, ist, daher ist Rz eine verallgemeinerte X,-Boolesche Algebra und die 
Menge 6% aller dualen X,-Ideale in Rz ist eine kontinuierliche Boolesche Algebra. 
Für die Elemente a* dieses Verbandes #* läßt sich eine Zerlegung F(a*) der Identität 
definieren, die sich als Erweiterung der Zerlegung E(a) herausstellt. @. Köthe. 


Krasner, Mare: Remarque au sujet d’,,Une göngralisation de la notion de eorps“. 
(Journ. de Math., 1938, p. 367—8385.) J. Math. pures appl., IX. s. 18, 417—418 (1939). 

Sachliche und Druckfehlerberichtigungen zu der in dies. Zbl. 20, 200 besprochenen 
Arbeit. Harald Geppert (Berlin). 


Kalscheuer, Franz: Die Bestimmung aller stetigen Fastkörper über dem Körper 
der reellen Zahlen als Grundkörper. Abh. math. Semin. Hansische Univ. 13, 413—435 
(1940). 

Ein Fastkörper R ist Modul endlichen Ranges über einem Grundkörper f; in A 
gelten alle Rechenregeln für einen Schiefkörper mit Ausnahme eines der beiden 
distributiven Gesetze. Ist f bewertet, so kann man in R einen komponentenweisen 
Limes erklären. Gilt lim a,b; = lim a, - lim b,, so heißt R stetig. Verf. stellt sich die 
Aufgabe, alle stetigen Fastkörper über-dem Körper der reellen Zahlen zu bestimmen. 
Bildet man von einem stetigen Fastkörper vom Rang n die reguläre Darstellung, 
so bilden die Matrizen (ohne die Nullmatrix) eine n-parametrige kontinuierliche Gruppe. 
Der zugehörige Liesche Infinitesimalring Z muß eine Matrizendarstellung besitzen, 
in der kein Element den Eigenwert O0 hat außer der Nullmatrix. Der Hauptteil der 
Arbeit besteht nun in der Bestimmung aller solchen Lieschen Ringe über dem Körper 
der reellen Zahlen. Vorher wird bewiesen, daß im Fall f algebraisch abgeschlossen 
nur der eindimensionale Liesche Zahlenring L= (x) solche Darstellungen besitzt. 
Ist f der Körper der reellen Zahlen, so gibt es vier Systeme: 1.L=(2),2. L= (z, y) 
mit 20y=0 (O bedeutet die Multiplikation im Lieschen System), 3. ZL= (h, e,, &), 
4. L=(h,e,,e,r). Dabei ist das System 3. der Infinitesimalring der Drehgruppe 
und Teilsystem von 4., das folgende Multiplikationstafel besitzt: ROe, =—&, 
hos=e, 000 -h,lOr=0fürallelC _L. Als nächstes werden für diese Systeme 
alle Darstellungen ohne den Eigenwert O0 bestimmt. Bildet man aus diesen Matrizen A 
die Matrizen ei, so erhält man nun kontinuierliche Gruppen, die darauf zu unter- 
suchen sind, ob sie die Multiplikationsgruppen von Fastkörpern sind (nach Zassenhaus, 
Lehrbuch der Gruppentheorie, dies. Zbl. 18, 9). System 1. liefert so den Körper der 
reellen Zahlen, System 2. den Körper der komplexen Zahlen, System 3. nichts, System 4. 
den Schiefkörper der Quaternionen und eine einparametrige Schar von Fastkörpern, 
die man durch Abänderung der Quaternionenmultiplikation so erhalten kann: &,7 
seien Quaternionen, & 7 bedeute die Quaternionenmultiplikation, N& sei die Norm 
des Quaternions & Führt man nun die neue Multiplikation Ex0=0xE=0, 


Exn=E&-Pyen' Pr: ein, wobei Py: das Quaternion cos (77108 ng) + isin (+ log NE) 


bedeutet, so erhält man einen vom Parameter y abhängigen Fastkörper. Diese Fast- 
körper sind sämtlich nicht isomorph untereinander, sie sind echte Fastkörper, da sie 
das rechtsseitige Distributivgesetz verletzen. Sie haben untereinander und mit dem 
Schiefkörper der Quaternionen die Gruppe der Quaternionen der Norm 1 gemeinsam. 
Der Körper R der reellen Zahlen liegt nicht im Zentrum, es gilt vielmehr, daß ein 
stetiger Fastkörper endlichen Ranges über R, der Rim Zentrum enthält, nicht echt ist. 
@. Köthe (Münster i. W.). 


Zahlentheorie: 


Siegel, Carl Ludwig: Einheiten quadratischer Formen. Abh. math. Semin. Hansische 
Univ. 13, 209—239 (1940). 

Eine ganzzahlige unimodulare Matrix € heißt eine Einheit der quadratischen 
Form £'&r = ©[r] mit rationalzahliger Matrix & = &, |S| #Oundr’ = (z,,..., 2) 
wenn S[E] =!’ SE = 6 ist. Die Gesamtheit dieser E bildet die Einheitengruppe von ©. 
Verf. gibt eine zusammenhängende Einführung in die Theorie der Einheiten quadra- 
tischer Formen. Die Bestimmung aller Einheiten von & steht in engem Zusammen- 
hang mit der Minkowskischen Reduktionstheorie positiver quadratischer Formen, die 
vollständig entwickelt wird. — Da die Einheitengruppe definiter Formen endlich ist, 
richtet sich das Hauptaugenmerk auf indefinite Formen. & sei eine solche mit von 0 
verschiedener Determinante und von der Signatur n,m — n, d.h. es soll eine reelle 
Matrix € geben, so daß & = D[EC], wo D die Diagonalmatrix aus n Diagonalelementen 
+1 und m — n Diagonalelementen —1 bedeutet. Bestimmt man zur positiven Form 
9 = ÜE eine unimodulare ganzzahlige Matrix U derart, daß H[U] im Minkowskischen 
Sinne reduziert ist, dann heißt S[U] reduziert. Es gibt nur endlich viele verschiedene 
solche reduzierte Matrizen: S[U,] (k=1,...,g) sei ein vollständiges System. 9 ge- 
nügt der Gleichung (1) 96-19 =6. Jedes positive reelle 9 (in Zeichen: 9 >0), 
welches diese Gleichung befriedigt, kann in der angegebenen Weise gewonnen werden. 
Die Gesamtheit aller solcher Lösungen 9 bildet eine n(m — n) dimensionale Mannig- 
faltigkeit M, wie auf Grund der Parameterdarstellung 

=. -19/\ 

ee nee z=eil,=0 

festgestellt wird; dabei ist T n-reihig und & die Einheitsmatrix. Bestimmt man zu 
einer Lösung 9 >0 von (1) U, ganzzahlig unimodular derart, daß H[U;] reduziert 
ist, so gilt für ein k aus der Reihe 1,...,g die Gleichung S[U;] = S[U;], d.h. 
Us4; ' ist eine Einheit von ©. Alle Einheiten von & können so dargestellt werden. 
M wird durch die Einheiten U von © vermöge 9 — H[U] in sich übergeführt. Die 
Einheitengruppe von © istin M diskontinuierlich und besitzt in M einen Fundamental- 
bereich mit einfachen Eigenschaften. Sie wird von endlich vielen Einheiten erzeugt 
und besteht bis auf einen Ausnahmefall aus unendlich vielen Elementen. Zum Schluß 


wird, wenn PB’ = eine beliebige reelle Matrix mit von O verschiedener Deter- 


minante ist, im 9)-Raum [von (2)] ein gegenüber den Transformationen 


Y>-AY+BCH+D",S>E[P] 

invariantes Volumenelement angegeben und ein Maß für die Einheitengruppe zu © 
definiert. Diese Gruppenmaße haben in der analytischen Theorie der quadratischen 
Formen Bedeutung erlangt. Maaß (Heidelberg). 

Vandiver, H. S.: On general methods for obtaining eongruences involving Bernoulli 
numbers. Bull. Amer. Math. Soc. 46, 121—123 (1940). ö 

In Anlehnung an ein vom Verf. [Bull. Amer. Soc. Math. 43, 418—423 (1937); 
dies. Zbl. 17, 341] gegebenes Theorem gibt er folgenden Satz: Die b; seien die Ber- 
noullischen Zahlen, rekursiv definiert durch ,=1,(b+1)"=b,, wo bei Aus- 
führung der Potenz b’ durch b, zu ersetzen ist. Ist dann (z,, on z,) ein Vektor mit 
nichtnegativen ganzen Zahlen als Koordinaten, (a,,...,a,) ein ganzzahliger Vektor 
und gilt bei festem k für jedes «(0 <<< k) die Kongruenz 


Be (%) =0Omodpft, 
t=1 


so gilt für jede natürliche Zahl n # 0 (mod p — 1) die Kongruenz 
8 
fa dn+@-nz/ln + (p — Ya} = 0 modp’, 
‚=1 
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wo j= min(k,n — 1) ist. (Die Schlußformel ist 5. 121, Z.6 von unten durch Druck- 
fehler entstellt.) Die Beweisführung ist nur angedeutet. Verf. wendet die Formel 
noch zu einem neuen Beweise eines von Beeger [Bull. Amer. Math. Soc. 44, 684-686 
(1938); dies. Zbl.19, 292] herrührenden Satzes an. Holzer (Wien). 


Feldheim, Ervin: Rectifieation & la note „Un problöme de la th&orie &l&mentaire 
des nombres“. Bull. Soc. France Math. 67, 100—101 (1939). 

Berichtigung des bei der Besprechung in dies. Zbl. 19, 50 aufgedeckten Fehlers ohne 
Abänderung der Endergebnisse. H.Geppert (Berlin). 

Moessner, Alfred: Zahlentheoretische Untersuehungen und Resultate. Töhoku Math. 
J. 46, 234—238 (1940). 

Yamada, Kaneo: Eine Bemerkung zum Fermatschen Problem. Töhoku Math. J. 
45, 249—251 (1939). 

E. Gottschalk (dies. Zbl. 18,5) hat bewiesen, daß die Fermatsche Gleichung 
az’ + yP+2zP=0 keine ganze rationale Lösung mit (xyz, p) =1 besitzt, wenn p 
eine ungerade Primzahl ist, die selbst (aber nicht ihr Quadrat) in a + b aufgeht, wo 
a,b nur die Primfaktoren 2, 3,5, 11,17 bzw., falls p = 5 (mod 6), nur Primfaktoren 
unterhalb 20 enthalten. Verf. setzt sich zum Ziel, diesen Satz als Folge einer Eisen- 
steinschen Kongruenz nachzuweisen. — Die Ableitungen des Verf. sind zum großen 
Teil falsch. Er setzt T(g‘) = (g’ (mod p?) — g’ (mod p))/p, wobei a (mod m) die kleinste 
positive ganze Zahl kongruent a modm bezeichnet, und behauptet z. B. 
(2) T(g’+7’P-D) =; T(g't?-!)(mod p), dies ist auch für die oben genannten Prim- 
zahlen und deren primitive Wurzeln g falsch, wie das Gegenbeispiel p=17,g9=5, 
i=j=2 zeigt. Die Kongruenz (3) T(g’+?-!)= g*-1T(gP) (modp) ist ebenfalls 
falsch; Gegenbeispiel: p=7,9=5,i=2. Die daraus erschlossene Kongruenz (4) 
ist falsch. Ebenso ist die Kongruenz (7) nur für «= 1 richtig (Gegenbeispiel: p = 7, 
g=5,i=2). Die anderen Kongruenzen des ersten Paragraphen sind nachgeprüft 
und zumindest für 0 < g << palsrichtig befunden. E. Bessel-Hagen u. V. Jarnik. 

Krasner, Mare: Sur le th&or&me de Fermat. ©. R. Acad. Sci., Paris 210, 92—94 
(1940). 

Es wird gezeigt, daß die Ergebnisse einer früheren Note des Verf. (vgl. dies. Zbl. 
22, 114) erhalten bleiben, wenn man die Voraussetzungen z = 0 (mod2), x = 0 (mod2), 
4 #0 (mod2) durch z#0 (mod2), M= xy=0(mod4) ersetzt. Hier haben x, y, z 
dieselben Bedeutungen wie in der genannten Note. Cahit Arf (Istanbul). 


Obläth, Riehard: Über die Zahl x@®—1. Mathematica, Zutphen B 8, 161—172 (1940). 

Die Frage, ob zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen (von den trivialen Aus- 
nahmen —1,0; 0,1; 8,9 abgesehen) beide volle Potenzen (mit einem ganzzahligen 
Exponenten > 1) ganzer Zahlen sein können, ist zwar seit vielen Jahrhunderten an 
der Tagesordnung, aber bis heute noch nicht erledigt. Verf. beginnt mit einem histo- 
rischen Überblick über die bisher erreichten Resultate und wendet sich dann der 
spezielleren diophantischen Gleichung (1) 2? — 1 = y* zu. Er beweist eine Reihe von 
Sätzen, die teils die Unmöglichkeit dieser Gleichung für ganze x, y zeigen, wenn der 
Exponent n gewisse besondere Formen hat, teils die Unmöglichkeit von (1) aussagen, 
wenn die Basis x gewisse besondere Formen hat. Zum Schluß folgert er aus einem 
bekannten Satz von Siegel, daß (1) bei festem n höchstens eine Lösung in nicht 
verschwindenden ganzen Zahlen x, y haben kann. Bessel-Hagen (Bonn). 

Broderick, T. S.: On proving certain properties of the primes by means of the methods 
of pure number theory. Proc. roy. Irish Acad. A 46, 17—24 (1940). 

Verf. beweist mit den Methoden der „reinen Zahlentheorie“ folgende bekannten 
Abschätzungen, die mit analytischen Hilfsmitteln leicht zu beweisen sind: 


(1) Allı@n)<Vp'<Biliım) für n>1 
ven 
2) 2 Zet=Bdrtiim]) +0), (3) Pr) = A(n) +0 (A(An))); 
vr} 


pPzn 1srsn 
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hier sind alle Zahlen rational, A, B positive Konstanten, die Summen über p laufen 


über Primzahlen, A(n) =?) r! (dies ist natürlich der arithmetische Ersatz für logn) 
1<Sr=n 


Verf. betont, daß es ihm nicht gelungen ist, mit rein zahlentheoretischen Mitteln die 
analytisch leicht zu beweisende Beziehung Drti-lr) = AlAn)) +O(l) zu be- 
lsr=zn 
weisen, die wegen (2) zu einer Verschärfung von (1) führen würde. Vgl. auch Bro- 
derick, On obtaining an estimate of the Frequency of the Primes..., J. London 
Math. Soc. 14, 303—310 (1939); Besprechung folgt. Jarnik (Prag). 
Pillai, S. S.: On the smallest prime of the form km -+ 1. Proc. Indian Acad. Sci., 
Sect. A 10, 388—389 (1939). 
k,l bedeuten natürliche Zahlen, p(k,!) die kleinste Primzahl = I(mod k); o(k) 
ist die Eulersche Funktion. — Resultate: A. It a>1,%k>k,(a), so ist die Anzahl 


der l mit O<I!I<x, (k,))=1, p(k,) > p(k) logk größer als (1 = z) Ph) (also 


positiv). — B. Zu jedem ! und jedem 6 >0 gibt es unendlichviele k mit (k,D) =1, 
so daß die kleinste Primzahl der Form km + 1 (m >0 ganz) größer als (1 — ö)klogk 
ist. (Mit m > 0 statt m > 0 wäre B. falsch; Beispiel: 1 = Primzahl; aus dem Wortlaut 
des ‚„‚Theorem I‘ geht aber nicht hervor, daß m > 0 gemeint ist.) Jarnik. 
Erdös, P.: On additive properties of squares of primes. I. Akad. Wetensch. Amster- 
dam, Proc. 41, 37—41 (1938). 
?,q,r bedeuten ungerade Primzahlen, !, m ganze nichtnegative Zahlen. Es sei 
M, die Menge aller Zahlen der Gestalt p® + q?, M, die Menge aller Zahlen, die sich auf 
genau eine Weise in der Gestalt p® + g? schreiben lassen, M, bzw. M, die Menge aller 
Zahlen der Gestalt 2 +9? + r? bzw. 7? +g9?+2°+2”. Es sei A,(n) die Anzahl 
derjenigen Elemente von M,, die <n sind. Es werden folgende Resultate angekündigt: 
für hinreichend großenist (d,, ..., d,sind positive Konstanten) (1) A,(n) >d,n(logn)-?; 
(2) A,(n) > d,n(logn) "?; (3) Az(n) > dyn; (4) A,(n) > d,n. Offenbar folgt (1) aus (2) 
und auch aus (4). Wegen (3) vgl. ein späteres und schärferes Resultat von Walfisz 
(dies. Zbl. 18, 345). Im vorliegenden I. Teil wird (2) bewiesen, wobei ein Brunsches 
Lemma (Sieb von Eratosthenes) benutzt wird. Im Lemma 1 beachte man, daß c, 
beliebig groß gewählt werden darf [für den Beweis von (2) genügt ,=3]. Jarnik. 
Pillai, S. S.: Onthe number of representations of a number as the sum of the square 
of a prime and a squarefree integer. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 10, 390—391 
1939). 
2 sei R(n) die Anzahl der Darstellungen der natürlichen Zahl n in der Gestalt 
n=p?+f, f>0 und quadratfrei, p >2 Primzahl. Erdös (dies. Zbl. 18, 104) hat 
bewiesen, daß (I) R(n) >0 für hinreichend große n = 1 (mod4). Verf. zeigt, daß die 
Beweismethode von Erdösfür n # 1(mod4) schärfer zu (II) R(n) - 2 Yn(logn)-!A(n), 
ja sogar zu (III) k(n)=2 Yn(logn)-!A(n) + O(Yn(logn loglogn) =!) führt; dabei ist 
A(n) = II(1 — 2g°!(g — 1)-!), wo g über alle ungeraden Primzahlen mit (=) —=1 
läuft. Ref. scheint es, daß es zum Beweis von (III) [nicht aber zum Beweis von (II)] 
notwendig ist, statt der von Erdös benutzten üblichen Abschätzung der Anzahl der 
p<=x mit p=1(modk) eine in bezug auf k gleichmäßige Abschätzung zu benutzen, 
z.B. diejenige von Walfisz (dies. Zbl. 13, 104). M = loglogn ist dann gerade noch 
ein zulässiger Wert. Jarnik (Prag). 
Kae, M.: Almost periodieity and the representation of integers as sums of squares. 


Amer. J. Math. 62, 122—126 (1940). ©, 
Es werden die Hardyschen Untersuchungen über die durch 1+ 2 7.(n) gq" 


= . ” =. . . 

— (1 +2 Ir) definierten Koeffizienten r,(n) in Zusammenhang mit fastperiodi- 
=> 1 . . . 

schen Folgen gebracht. Zu diesem Zweck wird als Fourierkoeffizient der Funktion /(n) 
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der Grenzwert M{f(n) exp[2 miAn]} — lim n-ı > f(v) exp[2 niAv] definiert, falls er 
oc v=1 


vorhanden, und als Fourierreihe der Ausdruck 
Da,expl-2ril,n), (= M{f(n) exp[2ri4,n]}), 


falls die Fourierkoeffizienten gleich 0 sind, außer für eine höchstens abzählbare Menge 
von A-Werten. Verf. beweist, daß die so definierten Fourierkoeffizienten von nt ®/27,(n) 
existieren und gleich 0 für irrationale A und gleich 


k—1 
nel2 I'(s/2) (Sp2/k)? = k"" nl? (s/2) (3 exp[2 mini)" 
j=0 
für rationale A(=h/k) sind; also ist die Hardy-Littlewoodsche „singular series“ 
o,(n) = nl? I'(s/2) Dry (Sn) exzp[—2rihn/k] gleich der ‚Fourierreihe“ von 
k=1 (a,M=1 


n!-8/2,,(n). Daraus wird gefolgert: Es ist o,(n) = n!-®2r,(n) dann und nur dann, 
wenn n!-®2r,(n) gleichmäßig fastperiodisch ist, was für 5<s<s38 zutrifft. 
V.G. Avakumovic (Beograd). 

Rademacher, Hans: Fourier expansions of modular forms and problems of partition. 
Bull. Amer. Math. Soc. 46, 59—73 (1940). 

Ohne Vollständigkeit anzustreben, gibt Verf. einen kurzen historischen Überblick 
über die Entwicklung des Problems der Anzahlbestimmung der Partitionen natür- 
licher Zahlen und dessen Förderung durch Ramanujan, Hardy, ihn selbst u.a. 
Es sei p(n) die Anzahl der Partitionen der natürlichen Zahl n. Durch Anwendung 
der Hardy-Littlewoodschen Methode auf die Funktion 


1 < 5 
Trennen + D) pin) 
n=1 


erzielten Ramanujan und Hardy als erstes bedeutendes Resultat eine Abschätzung 

von p(r) mit einem Fehlerglied O(n-?). Dabei wird das Verhalten von f(x) in der 

Nähe der Einheitswurzeln einer Dedekindschen Transformationsformel für die Modul- 
nut oo 


form n(T) =e!2 JJ(1— e2=im*) der Dimension —# entnommen, die vermöge 
mi 


x = e?”i" mit f(x) in engem Zusammenhang steht. Indem Verf. bei festem n die 
Ordnung der Fareyteilung in der Hardy-Littlewoodschen Methode gegen oo gehen ließ, 


wurde die exakte Formel = 
1 < a (sinn £ E we 1724| 
(1) p(n) = aa Ayx(n) k\2 — 
2 Pr e an (n Ip 


k=1 


gewonnen, wobei A;(n) eine verallgemeinerte Kloostermansche Summe ist, und darüber 
hinaus der allgemeine Gehalt dieser Aussage aufgezeigt. Für eine ganze Form F(r) 
positiver Dimension r zur rationalen Modulgruppe mit einer für Jmr > 0 gültigen 
Entwicklung 


Fr) = eriary'g eirimr (<a<1, > 0} 
gilt nämlich allgemein 0m u=0) 


u = au 
dan La, VA)? Irrıl ram + ao) 
v=1 k=1 


für m>0, wobei Ar,,(m) eine verallgemeinerte Kloostermansche Summe und J,+1 
eine Besselfunktion sind. r > 0 ist nötig, um die Konvergenz zu sichern. Wenn für 
die Summen A;,,(m) eine gewisse nichttriviale Abschätzung bewiesen werden kann, 
wie es für die Modulinvariante J(r) (Form zur Dimension r = 0) zutrifft, dann ist der 
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oben formulierte Satz auch fürr = Orrichtig. Diese Untersuchungen sind von Zucker- 
mann auf Formen zu Hauptkongruenzuntergruppen der Modulgruppe ausgedehnt 
worden. Nach Formel (2) kann man durch Ausrechnen der ersten Koeffizienten von 
F(r) entscheiden, wann F(r) identisch verschwindet. Diese Methode läßt sich zum 
Nachweis einer Reihe von Identitäten der Art 


= FR III — „5r)5 
= p(öm + 4)a" = nenn 


verwenden und liefert Aussagen, wie p(ö m + 4) = 0(5), die von Ramanujan zuerst 
entdeckt wurden. — Ein neuartiges, vom Verf. aufgeworfenes Problem der analytischen 
Fortsetzung wird an der Funktion f(x) demonstriert. f(x) hat den Einheitskreis als 
natürliche Grenze; es gelingt aber f(x) vermöge (1) als unendliche Reihe von Funk- 
tionen zu schreiben, die sämtlich in den Bereich |x| >1 fortgesetzt werden können. 
Führt man diese Fortsetzung aus, so erhält man eine Funktion 


Pa) =14+Dp*m) ar (la]>)), 


wobei p*(m) = —p(—m) und p(—m) durch (1) erklärt ist, von der Petersson zuerst 
gezeigt hat, daß sie identisch verschwindet. Maaß (Heidelberg). 


Hua, Loo-Keng: Sur une somme exponentielle. C. R. Acad. Sci., Paris 210, 520—523 
(1940). 
Es sei g>0 ganz, f(x) =a,a* + --- +a,%-+a, habe ganze Koeffizienten, 


q ” 
en...) >= 1, Blg,d = Dep Dann wird für jedes e>0 
1 


= 
(1) |S(g, |< Olk,e)gt=*"'+® und für g=p!(p Primzahl, 1>0 ganz) schärfer 
(2) |S(p}, f)| < C(k)p!!=#"" behauptet. Aus (2) folgt leicht (1); für / = 1 stammt (2) 
von Mordell (dies. Zbl. 5, 246). In dem Beweis von (2) konnten wir leider auch nach 
' Verbesserung der Druckfehler die Richtigkeit der Zeilell auf 8.522 (Siind/(z) 
=indg;(z),...onae= 1) nicht einsehen. Fürp=2, (a) =4 + mist 4, =, 
),=2,t=1,e= 2 und trotzdem indf(z) =indg, (x) = 2. Da dieser Schluß wesent- 
lich für den Beweis ist, hängt die Arbeit in der Luft. Jarnik (Prag) u. Hlawka (Wien). 


Mardjaniechvili, C., et B. Segal: Sur une estimation des sommes de Weyl. ©. R. Acad. 


Sci. URSS, N. s. 26, 731—734 (1940). 
Die Verff. erhalten eine sehr interessante Abschätzung der Weylschen Summen. 


Ihr Resultat lautet: Es sei 


Q+P 
Bere Kate + 


z=Q+1 
n=1,Q0, P>3ganz, &,%,; reell, 
a=° +7, >b,d,g)elL MsA As, 
dann ist 5; g\/1 ı \\1=: 
spa<na- par warst) » 
— 1? —1 1 ; Ä 
wo u=lgPr-" 4m 1 -1,0- ZI Z1,0<esz und L die kleinste 


ganze Zahl >e-!. Es ist klar, daß sich dieses Resultat noch etwas verbessern läßt. 
Die Zahl 11(Z — 1) kann für n>3 durch 8 ersetzt werden. Der Beweis stützt sich 
auf die klassische Abschätzung (Landau, Vorlesungen über Zahlentheorie I, Satz 265) 
und benützt eine Abschätzung von Mardjanichvili (siehe dies. Zbl. 21, 208) über 
DI tZ(h), wo z,(h) die Anzahl der Lösungen von 2]... 2, =hist. Edm. Hlawka. 

T 
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Gruppentheorie. 


Miller, 6. A.: Groups whieh eontain less than fourteen proper subgroups. Proc. Nat. 
Acad. Sci. U. 8. A. 26, 129—132 (1940). 

Die Fortsetzung früherer Untersuchungen (siehe dies. Zbl. 22, 118) liefert fünfzehn 
verschiedene Arten von Gruppen, welche genau zwölf Untergruppen und acht solcher, 
welche dreizehn Untergruppen enthalten. J.J. Burckhardt (Zürich). 

Etzel, Paul: Über eine mehrdimensionale Verallgemeinerung der Gruppe des 
Doppelverhältnisses. München: Diss. 1939 (1938). 68 8. 

Als Verallgemeinerung der Doppelverhältnisse von vier Punkten einer Geraden 
werden (n + 1)-fache Verhältnisse von n + 3 Punkten eines reellen n-dimensionalen 
Raumes aufgestellt. Sie bilden bei Vertauschung der n + 3 Punkte eine Gruppe, die 
für n>1 einstufig isomorph der Permutationsgruppe von n +3 Ziffern ist. Für 
n—=2 und 3 gelingt es, wie im bekannten Fall n = 1, einen Fundamentalbereich der 
Gruppe anzugeben. E. Schulenberg (Berlin). 

Dietzmann, A. P.: Über die Kongruenz der Systeme von Elementen einer Gruppe 
nach einem Doppelmodul., C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 26, 315—319 (1940). 

H und Q seien Untergruppen der Gruppe &. Über die Kongruenz von Systemen 
M und M, von Gruppenelementen nach dem Doppelmodul (7,9), erklärt durch 
M=M,(H,Q)<>HMQ=HM,®, wird bewiesen: 1. Die Menge V der Elemente x 
mit M&= M(H,Q) bildet, falls Q Normalteiler von © ist, eine Untergruppe von ©. 
Es ist V+# 6, wenn HMQ=+G. — K=+1seiein invarianter Komplex von & und 
K die Menge der Inversen zu den Elementen von K. It X=K-!, MK = M(H,Q) 
und HMQ +6, dann gilt 2.: K erzeugt einen Normalteiler # von ® mt F+6©. 
3. Enthält K nur Elemente endlicher Ordnung und ist wieder MK = M(H,Q) und 
HMQ=-6, dann ist © nicht einfach. Dasselbe gilt, wenn M=M-! und 
MK=M(H,H) sowie HMH = & ist. — Wird auf Q=1 spezialisiert, so ergeben 
sich vermöge M = M,(H,1)- > HM =HM, frühere Ergebnisse von Verf., Kula- 
kov und Söypanoff. Grunwald (Göttingen). 

Toyoda, Köshichi: On axioms of mean transformations and automorphie trans- 
formations of Abelian groups. Töhoku Math. J. 46, 239—251 (1940). 

Bezeichnet x*y die definierende Operation einer abelschen Gruppe @ und sind 
T‘, und I’, zwei vertauschbare Automorphismen von, so wirddurch 2.y= I’, (z)*I',(y) 
eine neue Zusammensetzung definiert mit folgenden Eigenschaften: (1) Bei gegebenen 
a und b sind die Gleichungen a y=b und x: a = beindeutig lösbar; (2) (a5) (cd) 
=(a*c)’(b’d); (3) ere=e. Hat umgekehrt eine eindeutige Operation xy die 
Eigenschaften (1), (2), (3) und definiert man /'(2)=z’eund !,(z)=e-x, so ist 
@*y=T;‘(«)-Ty5'(y) die definierende Operation einer abelschen Gruppe. Wenn 
stets aa=a und a-b=b-a gilt, so hat die Operation die Eigenschaften einer 
Mittelbildung. Die Fälle einer endlichen und einer kontinuierlichen abelschen Gruppe 
werden besonders untersucht. van der Waerden (Leipzig). 

Kontoroviteh, P.: Sur la representation d’un groupe fini sous la forme d’une somme 
direete de sous-groupes. IE. Rec. math. Moscou, N. s. 7, 27—32 u. franz. Zusammen- 
fassung 32—33 (1940) [Russisch]. 

Durch elementare Überlegungen ergibt sich Satz 1: Eine direkt’ zerlegbare Gruppe 
ist nur dann vollständig spaltbar [Def. s. Teil I, Rec. math. Moscou, N. s. 5 (1939); 
dies. Zbl. 22, 313], wenn sie entweder zyklisch ist oder Primzahlexponenten hat 
oder in das direkte Produkt eines Faktors mit Primzahlordnung p und eines Faktors 
der Form $® zerfällt, wobei % zyklisch mit zu p teilerfremder Ordnung, ® eine 
Gruppe vom Exponenten p ist und die von 1 verschiedenen Elemente aus ® die Gruppe 5 
in sich transformieren, aber dabei kein Element + 1 festlassen. Satz 2: Eine vollständig 
spaltbare Gruppe mit Zentrum =+ 1 ist spaltbar. — Als z-Gruppe wird jede nichtabelsche 
und nicht vollständig spaltbare-Gruppe, deren echte Untergruppen vollständig spalt- 
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bar sind, bezeichnet. Ihr Zentrum ist zyklisch, aber nicht maximal-zyklisch nach 
Satz 3. Wenn die Ordnung des Zentrums aus wenigstens zwei Primfaktoren zusammen- 
gesetzt ist, so ist die z-Gruppe eine M-Gruppe, d.h. eine nichtabelsche Gruppe, deren 
echte Untergruppen alle zyklisch sind [Satz 5; über M-Gruppen s. O0. J. Schmidt, 
Gruppen, deren sämtliche echten Untergruppen speziell sind. Rec. math. Moscou 
31, 366—372 (1924)]. Satz 4: Jede M-Gruppe mit Zentrum +1 ist eine z-Gruppe, 
aber nicht umgekehrt. Zassenhaus (Hamburg). 

Frame, 3. S.: On the decomposition of transitive permutation groups generated by 
the symmetrie group. Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 26, 132—139 (1940). 

Sei @ die symmetrische Gruppe vom Grade n und die Untergruppe H, das direkte 
Produkt von symmetrischen Gruppen der Ordnungen &,,..., „mit&ı +... +0,=n. 
Die Permutationsgruppe G»(&) der Komplexe H,S möge als vollständig reduzierte 
Matrizengruppe aufgefaßt werden mit Gz(&) = Dur {p}, wo uf die Vielfachheit der 
Darstellung {y} bedeutet. In Verallgemeinerung eines Resultates von G. Robin- 
son (dies. Zbl. 19, 151) wird bewiesen: Der Komplex H,SH, kann aufgeteilt werden 
in eine Reihe von Quadraten, je eines für jede irreduzible Komponente {y} von G4(«), 
so daß jedes Quadrat (z,)? Komplexe enthält derart, daß inverse Komplexe symmetrisch 
zur Hauptdiagonalen, zu sich selbst inverse Komplexe in der Hauptdiagonalen liegen. 
Die Anzahl der zu sich selbst inversen Komplexe H,SH, ist daher gleich der Anzahl 
Da 4, der irreduziblen Komponenten von Gy(&). J.J. Burckhardt (Zürich). 

Diederiehsen, Fritz-Erdmann: Über die Ausreduktion ganzzahliger Gruppendar- 
stellungen bei arithmetischer Äquivalenz. Abh. math. Semin. Hansische Univ. 18, 
357—412 (1940). 

Ein einfaches Verfahren zur Gewinnung eines vollständigen Systems arithmetisch 
inäquivalenter ganzzahliger (= ar. inäqu. gz.) Darstellungen einer endlichen Gruppe & 
wird entwickelt. Die endlich vielen arithmetisch unzerfällbaren (= ar. unzerf.) gz. 
Darstellungen der Gruppen von Primzahlordnung werden angegeben. An Hand von 
Gegenbeispielen wird gezeigt, daß im allgemeinen weder die gz. irreduziblen Kompo- 
nenten noch die ar. unzerf. Komponenten einer gz. Darstellung eindeutig bis auf die 
Reihenfolge und arithmetische Äquivalenz (=ar. Äqu.) bestimmt sind, noch die 
Anzahl der ar. unzerf. Klassen endlich ist. — Um die reduziblen gz. Darstellungen 
= & 1) von & mit gegebenen gz. Komponenten /', A vom Grade / bzw. g zu 
übersehen, werden die Verbindungssysteme A zunächst in Klassen nach der starken 
Äquivalenzbedingung: A® 4‘, wenn =A+TA-TT (T gz.) eingeteilt. Die 
Anzahl o(I', A) dieser Klassen ergibt sich als größter von Null verschiedener Elemen- 
tarteiler der Matrizenspalte (T'a;, x E,— E,x Aa,), in der a, ein Erzeugendensystem 
von & durchläuft und Z,, E, Einheitsmatrizen vom Grade / bzw. 9 sind. Zugleich 
ergibt sich nach elementarer Umformung der Matrizenspalte ein Vertretersystem der 
starken Äquivalenzklassen. Wenn nun /', A bei rationaler Äquivalenz keine irredu- 
zible Komponente gemeinsam haben, so entstehen die Klassen ar. äqu. Verbindungs- 
systeme durch Zusammenfassung derjenigen Klassen stark äqu. Verbindungssysteme, 
die durch die Abänderung 1> AAB (AT=TA,BA=AB,; A, B gz. unimodular) 
aus einer festen hervorgehen. — Jede gz. Darstellung ist einer gz. Darstellung D = (Tr) 
(,k=1,2,...s) ar. äqu., wobei I;;=0, wenni >k, ferner jede der Darstellungen 
I,=T\,; bei rationaler Äquivalenz lauter gleiche irreduzible Komponenten hat, da- 
gegen je zwei der Darstellungen J', bei rationaler Äquivalenz keine irreduzible Kom- 
ponente gemein haben. Die /'‘; sind bis auf die beliebig wählbare Reihenfolge und ar. 
Äqu. eindeutig bestimmt. Bei fester Reihenfolge und Gestalt der I‘, ist D eindeutig 
bestimmt bis auf Transformation mit gz. unimodularen Matrizen von der Form (Tr); 
wobei Tr = 0% wenn ie und Tıl:; = 1214; (?, k= 1; 2» ... 8). Sämtliche Dar- 
stellungen D, D’,..... mit festgehaltenen Komponenten T', werden zunächst in Klassen 
nach dem starken Äquivalenzbegriff, bei dessen Definition T,; = Ej, gesetzt wird, 
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eingeteilt. Ihre Anzahl ist durch die Ungleichung (a) SlIS EI esaeell) = I o(I‘, T}) 
® 


beschränkt. Die ar. Äqu.-Klassen entstehen durch Zusammenfassung derjenigen 
Klassen starker Äquivalenz, die durch die Abänderung D (ö,r T;) D(öix N 
(T,T,=T,T;fürd=1,2,...s) aus einer festen hervorgehen. — Für gz. irreduzible 
Darstellungen I’, A einer zyklischen Gruppe als Gruppen der Ordnung n bzw. m 


wird o(I', A) zu pr m) bzw. p?® bzw. 1 bestimmt, je nachdem z bzw. — bzw. weder 
" noch ” Primzahlpotenzen >1 sind. Als Hilfsmittel werden interessante Sätze über 
m n 


Kreisteilungspolynome verwendet. — Für zyklische Gruppen können die Darstellungen 
T', in die Form (6,,4%) (v,u=1,2,...n;) gebracht werden, wobei die 4A}, bei festem ® 
rational äqu. gz. irreduzible Darstellungen sind. In der Ungleichung (a) gilt das Gleich- 
heitszeichen. Eine weitere Normierung ergibt im Falle der Gruppen von Primzahl- 
ordnung p die sämtlichen Klassen ar. unzerf. Darstellungen. Deren Anzahl ist 2% +1, 
wobei h die Klassenzahl des p-ten Kreisteilungskörpers ist, und zwar gibt es +1 
irreduzible Klassen und Ah reduzible ar. unzerf. Klassen, die durch Zusammensetzung 
je einer irreduziblen Klasse (p — 1)-ten Grades mit der 1-Darstellung entstehen. 
Zassenhaus (Hamburg). 


Fouxe-Rabinoviteh, D.I.: On the determinators of an operator of the free group. 
Rec. math. Moscou, N. s. 7, 197—206 (1940). 
Sei & eine freie Gruppe und sei ihr Element W dargestellt durch 


a 
Gau „..Ganı...Gar,, Gar, 


Es wird gezeigt, daß ”,= D)a,, unverändert bleibt, wenn man diese Darstellung 
identisch transformiert, d.h. Faktoren G?G;* einschiebt oder ausläßt. In Verall- 
gemeinerung dieses Gedankens werden jedem Element aus © solche invarianten 
Zahlen zugeordnet. Als Anwendung wird der Satz von Reidemeister [Abh. math. 
Semin. Hamburg. Univ. 5 (1926)], daß der Durchschnitt der Kommutatoruntergruppen 
einer freien Gruppe die Identität ist, bewiesen und verallgemeinert auf das freie Pro- 
dukt von Abelschen Gruppen. Ferner folgt, daß eine solche Gruppe mit endlich vielen 
Erzeugenden nicht isomorph mit einer ihrer Faktorgruppen sein kann (siehe Magnus, 
dies. Zbl. 11, 152). J. J. Burckhardt (Zürich). 

Zappa, Guido: Sui gruppi risolubili d’ordine dispari. Ann. Scuola norm. super. Pisa, 
II.s. 9, 147—161 (1940). 

Ausgehend von einer Arbeit von Hall (dies. Zbl. 7, 291) verallgemeinert Verf. 
zuerst ein früheres Ergebnis (dies. Zbl. 19, 396). Sodann wird mit den Methoden von 
Hall und Turkin (dies. Zbl.11, 150) bewiesen: Eine Gruppe der Ordnung 

= p% 9... PrPr41::- Pms WO Pı-..Pm Verschiedene ungerade Primzahlen sind, 
ist auflösbar, wenn 9, =a,p1>m-+r-+1. Eine Gruppe der Ordnung 
g= MP :-- PPPr+t--- Pm, Wo p, der kleinste Faktor von g ist, ist auflösbar, wenn 
pP 2Z2m+rudm>Pß. J.J. Burckhardt (Zürich). 

Zassenhaus, Hans: Beweis eines Satzes über diskrete Gruppen. Abh. math. 
Semin. Hansische Univ. 12, 289—312 (1938). 

In einer beliebigen Gruppe © gibt es nach H. Fitting höchstens einen größten 
auflösbaren Normalteiler (Radikal von &). Wenn & größte auflösbare Untergruppen 
enthält, so ist der Durchschnitt aller dieser Untergruppen gleich dem Radikal von ®. 
Verf. nennt eine Gruppe quasi-auflösbar, wenn endlich viele Elemente stets eine 
auflösbare Gruppe erzeugen. Jede beliebige Gruppe & enthält größte quasi-auflösbare 
Untergruppen. Nun wird für Matrizengruppen n-ten Grades & über einem belie- 
bigen algebraisch abgeschlossenen Körper K gezeigt: Die k,-te Kommutatorgruppe 
einer quasi-auflösbaren Matrizengruppe © ist 1. (Dabei hängt k, nur von n ab.) Jede 
quasi-auflösbare Matrizengruppe © ist daher auflösbar (ohne quasi). Hieraus folgt: 
Jede Matrizengruppe besitzt ein Radikal. — Weiterhin wird der Fall eines 
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bewerteten Körpers K näher untersucht. Hier ergibt sich als Verallgemeinerung 
eines Satzes von Bieberbach und Frobenius, daß alle Matrizen aus einer diskreten 
Gruppe, deren Komponenten in den irreduziblen Teildarstellungen der Gruppe der 
Einheitsmatrix desselben Grades genügend nahekommen, zum Radikal der Gruppe 
gehören. — Jede unendliche diskrete Matrizengruppe über dem Körper der komplexen 
Zahlen, deren irreduzible Komponenten alle beschränkt sind, besitzt ein von 1 ver- 
schiedenes Radikal. Ernst Witt (Hamburg). 


Tschernikow, S.: Über unendliche lokal auflösbare Gruppen. Rec. math. Moscou, 
N.s. 7, 35—61 u. deutsch. Zusammenfassung 61—64 (1940) [Russisch]. 

Eine Gruppe heißt lokal auflösbar bzw. lokal nilpotent, wenn endlich viele 
von ihren Elementen stets eine endliche auflösbare bzw. endliche nilpotente Gruppe 
erzeugen. Als primäre Reihe einer Gruppe & wird jede wohlgeordnete, nicht ab- 
nehmende Untergruppenfolge 1 = WEN, :-- <N,=& (Ordnungsbedingung: 
Ni = N; für jede Limeszahl &) bezeichnet, in der für jedes 6 <y N; Normalteiler 

<& 


von N5+1 ist, so daß N;,1/Ns zyklisch von Primzahlpotenzordnung oder primär 
abelsch vom Typ p5 ist (ps Primzahl). Die wohlgeordnete nicht abnehmende Unter- 
gruppenfolge 1=W,=U, --- <U,=® bzw. 1=-,=<$8ı:--<3.—=© heißt 
Zentralreihe bzw. obere Zentralreihe von &, wenn für jedes ß < e U, bzw. 3, 
Normalteiler von © ist und U; /U; im Zentrum von ®/U; liegt bzw. 34 +1/8, das 
Zentrum von ®/3; ist. Eine Gruppe, deren sämtliche Elemente endliche Ordnung 
haben, heißt periodisch. Zwischen den Begriffen auflösbar, nilpotent und den eben 
erklärten Begriffen werden Beziehungen hergestellt, z.B. Satz 1: Jede auflösbare 
periodische Gruppe ist lokal auflösbar. Satz 12: Eine periodische Gruppe, in der jede 
echte Untergruppe von ihrem Normalisator verschieden ist, ist lokal nilpotent. Die 
Umkehrung gilt nicht. Denn nach Kurosch [Rec. math. Moscou 5, 317—353 
(1939); dies. Zbl. 22, 209] gibt es lökal nilpotente Gruppen ® ohne Zentrum. PB wird 
durch einen Isomorphismus 7 auf ein zweites Exemplar D) abgebildet. Nach Satz 13 
bilden in der lokal nilpotenten Gruppe ® x DQ) die Elemente x-T(x) eine echte 
Untergruppe, die ihr eigener Normalisator ist. Satz 14: Genau die lokal nilpotenten 
Gruppen sind das direkte Produkt ihrer Sylowgruppen. Satz 4 (bzw. 17): Lokal auf- 
lösbare (bzw. lokal nilpotente) Gruppen, in denen die Untergruppen der Minimalbe- 
dingung genügen, sind auflösbar (bzw. nilpotent). Zassenhaus (Hamburg). 


Bannow, Erna: Die Automorphismengruppen der Cayley-Zahlen. Abh. math. Semin. 
Hansische Univ. 13, 240—256 (1940). 

Die Klassifikation der Lie-Ringe L, über einem Grundkörper % der Charakteristik 
0, die bei Erweiterung des Grundkörpers zum algebraisch abgeschlossenen Oberkörper 2 
den einfachen Lie-Ring @ mit 14 Basiselementen ergeben, wird unabhängig von 
N. Jacobson [Duke math. J. 5, 775—783 (1939); dies. Zbl. 22, 198] ausgeführt. 
Hervorzuheben ist der Beweis für die eineindeutige Zuordnung zwischen der alternativen 
Algebra & der Cayleyzahlen und der Lie-Algebra @ über & (@ = Ring der Derivationen 
von 6), bei dem eine Gruppe von 21 Symmetrien der Basiselemente ausgenützt wird, 
ferner die Zurückführung des Nachweises der Existenz einer 7-reihigen Darstellung 
von L; in k auf den allgemeinen Satz: Es sei L, ein halbeinfaches System über einem 
beliebigen Körper k der Charakteristik 0. L, besitze im algebraisch abgeschlossenen 
Körper Q eine irreduzible Darstellung D,, deren höchstes Gewicht A ganzzahlige 
Linearkombination der Wurzeln ist. Dann existiert in k eine eindeutig bestimmte, 
absolut irreduzible Darstellung von Z,, die bei Erweiterung von k zu in D, übergeht. 

Zassenhaus (Hamburg). 

Morosoft, V. V.: Sur les groupes primitifs. Rec. math. Moscou, N. s. 5, 355—389 
u. franz. Zusammenfassung 389—390 (1939) [Russisch]. 

Verf. zeigt, daß die primitiven Transformationsgruppen in folgende 3 Klassen 
zerfallen: I. Gruppen, die einen auflösbaren Normalteiler enthalten. Sie entstehen 
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durch Erweiterung der Translationsgruppe des Ry mit einer irreduziblen linearen 
Gruppe N-ten Grades. Aufs neue wird das Theorem von Cartan [Ann: Ecole norm. 
36, 147—148 (1909)] bewiesen, daß der Infinitesimalring einer irreduziblen linearen 
Gruppe entweder halbeinfach oder die Ringsumme eines halbeinfachen Ringes und des 
Ringes, der aus den Vielfachen der Einheitsmatrix besteht, ist (Satz 2). Bekanntlich 
entstehen die halbeinfachen irreduziblen Gruppen durch Kroneckersche Produkt- 
bildung aus einfachen irreduziblen Gruppen (Satz 4). — II. Gruppen, die durch direkte 
Produktbildung der adjungierten Gruppe einer einfachen Lie-Gruppe mit der inversen 
Gruppe entstehen. — III. Einfache primitive Transformationsgruppen von n Para- 
metern. Dort gehört zu jeder Schar konjugierter maximaler Untergruppen U vonn — N 
Parametern eine im kleinen treue Darstellung als primitive Transformationsgruppe 
in N Dimensionen und umgekehrt. Die maximalen Untergruppen U werden in regu- 
läre und in irreguläre eingeteilt, je nachdem ihr Infinitesimalring U ein reguläres 


Element des Infinitesimalringes Z von & enthält oder nicht. — Den Operatoren 
N 
1. Ordnung I) a.g%«Ppg + --- einer Transformationsgruppe entsprechen die Matrizen 
&,ß#=1 


(@, 5), die zusammen einen Lie-Ring L, bilden. Die Darstellung der G, als primitive 
Transformationsgruppe in 5 Dimensionen liefert ein Beispiel dafür, daß L, reduzibel‘ 
sein kann, obwohl U regulär ist (8. 357). Nur die einfachen primitiven Transformations- 
gruppen mit regulärem U und irreduziblem Z, werden explizit bestimmt (Satz 8). 
Um die zugehörigen U zu erhalten, suche man einen Operator h aus L, dessen Wurzeln 
nur die 3 Werte 0,1, —1l annehmen und dessen Elementarteiler einfach sind, und dann 
erzeuge man den Teilring U aus den Elementen, die zu den Wurzeln 0,1 von h gehören 
(Satz 6). Nur von den primitiven einfachen Gruppen A, werden die sämtlichen maxi- 
malen regulären Teilringe bestimmt, und von seinen maximalen irregulären Teilringen 
wird bewiesen, daß sie entweder einfach oder isomorph zur Ringsumme von A,und A,sind, 
wobei (s+1)(£+1)=n-+1 (Abschnitt 7). In Abschnitt 8 werden die einfachen maxi- 
malen regulären Gruppen allgemein explizit bestimmt. — Als Anwendung dieser Sätze 
werden zum Schluß die sämtlichen primitiven Transformationsgruppen in 1,2, 3, 4 
Dimensionen aufgestellt. Deren gibt es bzw. 2,3,8,11l. Zassenhaus (Hamburg). 
Drinfeld, G.: Sur une propriet& de groupe inverse au groupe continu donne. Trav. 
Inst. Math. d’Ukraine Nr. 3, 65— 71 u. franz. Zusammenfassung 72 (1940) [Ukrainisch]. 


Der Verf. beginnt mit dem Beweis des folgenden Satzes: Sind X -S’n,5l, 

Y/ = Y; . zwei vertauschbare infinitesimale Transformationen, und ist M ein 

Jacobischer Multiplikator von Xf, so ist auch: M,= Y(M) + M > = ein solcher 
i 


Multiplikator. Das ist aber nur ein besonderer Fall eines alten Satzes von Lie über 
Multiplikatoren und infinitesimale Transformationen (vgl. Lie, Ges. Abhandl. Bd 3, 
8.683). Auch der Satz ist nicht neu, daß das Volumenintegral [ Mdz,...dzx, eine 
Integralinvariante der infinitesimalen Transformation Xf ist. — Zu jeder n-glied- 
rigen einfach transitiven Gruppe X,f,...,X„f gehört ein invariantes Volumen- 
integral J= /Mdz,...dax,, wo M der gemeinsame Jacobische Multiplikator von 
Xıl,...,X„fist. Ist Yıf,..., Y„f die zugehörige reziproke einfach transitive Gruppe 
— der Verf. nennt sie die inverse Gruppe —, so bestehen Relationen von der Form: 
YxJ =), wo die c, Konstanten sind. Dieser Satz, von dem ich nicht sagen kann, ob er 
wirklich neu ist, wird an einigen Beispielen erläutert. — Endlich betrachtet der Verf. ein 
p-dimensionales Integral: ji DI En 
&1...Op 

das bei einer infinitesimalen Transformation X/ des R,„ invariant bleibt, und leitet 
daraus ein neues Integral ab, indem er eine infinitesimale Transformation Y / ausführt. 
Durch Rechnung weist er nach, daß das neue Integral wieder eine Integralinvariante 
von Y/ ist, sobald Y/ mit X/ vertauschbar ist. Engel (Gießen). 
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Mengenlehre und reelle Funktionen. 


Swingle, P. M.: A finitely-eontaining eonneeted set. Bull. Amer. Math. Soc. 46, . 
178—181 (1940). 

Verf. konstruiert mit einem ähnlichen Verfahren, wie Miller, eine Menge, die für 
jedesn > 2 eine Summe von n paarweise fremden bikonnexen Teilmengen ist, die aber 

' nicht Summe von unendlich vielen paarweise fremden zusammenhängenden Mengen ist. 
L. Egyed (Budapest). 

Keldych, Ludmila: Sur les ensembles homogönes mesurables B. C. R. Acad. Sci. 
URSS, N.s. 26, 523525 (1940). 

L’auteur introduit la notion topologiquement invariante d’&l&ments mesurables B 
canoniques E, de classe x au moyen de proc&des A qui les definissent & partir d’en- 
sembles parfaits (dans l’espace de Baire J,). Elle construit de tels el&ments pour 
chaque x < (2 au moyen d’un proced& inductif. Chaque portion de Z, est hom&o- 
morphe & l’ensemble E, tout entier (homog£neite) et, pour un E, donn& d’avance, 
tout element de classe & (dans J,) est hom&omorphe ä un PE, avec un P parfait 
convenable. Bedfich Pospisil (Brünn). 


Kondö, Motokiti: Sur la representation parameötrique des ensembles. J. Fac. Sci. 
Hokkaido Imp. Univ., Ser. I Math. 8, 173—220 (1940). 

N etant un ensemble analytique (ou borelien ind&nombrable resp.) de nombres 
irrationnels, R un espace metrique complet separable, l’auteur donne (Thöor&me 1 ou 3 
resp. du Chap. II) des conditions pour qu’un ensemble $c R soit une image continue 
(ou continue biunivoque en nögligeant au plus une infinite denombrable de points resp.) 
de N. Par ex., lorsque N n’est pas une somme d’une famille denombrable d’ensembles 
compacts en soi, il faut et il suffit que S(=-0) soit analytique (ou borelien indenom- 
brable resp.), etc. Inversement, &tant donn&e une certaine famille d’ensembles S, 
l’auteur cherche & trouver (Chap. III) un ensemble N tel que chaque S en soit une 
image continue biunivoque, peut-etre en negligeant des ensembles denombrables ou 
boreliens resp. Enfin, il donne (Chap. IV) des exemples d’ensembles boreliens connexes 
ayant des proprietes interessantes par rapport aux transformations continues. 

Bedfich Pospisil (Brünn). 

Inagaki, Takeshi: Le probleme de Souslin dans les espaces abstraits. J. Fac. Sci. 

Hokkaido Univ., Ser. I Math. 8, 25—46 (1939). 
Inagaki, Takeshi: Les espaces abstraits et les ensembles ordonnes. J. Fac. Sci. 
Hokkaido Univ., Ser. I Math. 8, 145—162 (1940). 

In diesen Arbeiten setzt Verf. seine Untersuchungen über das ‘Problem von 
Souslin fort (vgl. Inagaki, dies. Zbl. 21, 112). Ein Raum wird nach Verf. Souslin- 
scher Raum genannt, falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind: a) der Raum ist 
geordnet, insichdicht, und besitzt kein erstes und kein letztes Element; b) er besitzt 
keinen Sprung und keine Lücke; c) er ist so beschaffen, daß jede Menge von Intervallen, 
die nicht ineinanderreichen, höchstens abzählbar ist. Dieser Raum hat, falls er auch 
die Bedingung erfüllt, daß jede monotone Punktfolge in ihm höchstens abzählbar ist, 
die Eigenschaft, auch das erste Abzählbarkeitsaxiom zu erfüllen. Der Souslinsche 
Raum ist X,-separabel. Es werden auch über die akzessiblen Räume, die das erste 
Abzählbarkeitsaxiom erfüllen, einige Eigenschaften behauptet. Aus diesen Resultaten 
folgt, daß das Souslinsche Problem mit folgender Aussage äquivalent ist: In einem 
Raum, der a) und b) erfüllt, folgt aus der Tatsache, daß jede nicht abzählbare Menge 
entweder separabel ist oder einen nicht leeren, insichdichten Kern besitzt, daß jede 
nicht abzählbare Menge entweder separabel ist oder einen insichdichten Kern hat, 
der im ganzen Raum überall dicht ist. — In der zweiten Arbeit wird zuerst durch Bei- 
spiele gezeigt, daß die in obigen Untersuchungen eine große Rolle spielenden Begriffe 
„O-separabel‘‘ und „‚hyperkondensiert‘‘ unabhängig sind. Wie aus den obigen Unter- 
suchungen folgt, kann man die O-Separabilität folgendermaßen erklären: Der Raum 
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ist O-separabel, falls er die Bedingungen erfüllt: 1. es gibt mindestens eine abnehmende 
Folge von offenen Mengen vom Typus Q, 2. jede abnehmende Folge von offenen Mengen 
ist vom Typus kleiner als Q2. In obigen Räumen besteht die Äquivalenz unter den 
folgenden Aussagen: 1. jede isolierte Menge ist höchstens abzählbar, 2. jede nicht ab- 
zählbare Menge ist entweder separabel oder enthält mindestens einen Kondensations- 
punkt, 3. jede nicht abzählbare Menge ist entweder separabel oder enthält einen nicht- 
jeeren insichdichten Kern, 4. jede separierte Menge ist separabel. — In enger Ver- 
wandtschaft mit diesem Satz steht die Tatsache, daß in einem nichtseparablen Sous- 
linschen Raum die Familie der separablen Mengen mit der der nichtdichten Mengen 
zusammenfällt. In einem Raum ohne Sprünge und ohne Lücken läßt sich diese letzte 
Aussage auch umkehren. Endlich gibt Verf. eine notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daß ein Raum ohne Sprünge und ohne Lücken, in welchem die sepa- 
rablen Mengen eine umfassendere Klasse bilden als die nichtdichten, zu der Menge 
der reellen Zahlen ähnlich sei. L. Egyed (Budapest). 

Krasner, M.: Un type d’ensembles semi-ordonn&s et ses rapports avec une hypo- 
thöse de M. A. Weil. Bull. Soc. Math. France 67, 162—176 (1939). 

Un ensemble partiellement ordonn& A est dit semi-ordonne si aEA et bDEA 
entraine l’existence d’un c€E Atelque a<c, b=c. En particulier, une classe semi- 
ordonnse A d’ensembles telle que pour a€E AetbE A, a<b, il existe une fonction 
fa, definie sur b avec fu(b) =a, fapfve = faela <b<c), est dite syst&me projectif. 
M.A. Weil avait introduit l’hypothese suivante: Il existe des elements &,€a 
(a parcourant A) tels que &, = /s,(%) (a< b). L’auteur affirme que la dite hypo- 
thöse equivaut & la pareille hypothese, mais qui ne concerne qu’une sorte sp£ciale de 
semi-ordres qu’il a appeles tours ferm&s. N&anmoins, on sait depuis 1935 que P’hypo- 
these de Weil est fausse en general. Bedfich Pospisil (Brünn). 


@ Piccard, Sophie: Sur les ensembles de distances des ensembles de points d’un 
espace euelidien. (M&m. de ’Univ. de Neuchätel. Tome 13.) Neuchätel: Secretariat 
de l’Univ. 1939. 212 pag. Fres. 7.50. 

Verf. faßt in diesem Buche ihre Untersuchungen über die Entfernungsmengen 
mit den diese betreffenden anderen Untersuchungen in ein einheitliches System 
zusammen. Die ersten Schritte in der Richtung dieser Untersuchungen haben Sier- 
pinski und Steinhaus gemacht und in den ersten Bänden der Fundam. Math. 
publiziert. Die polnische Schule übte auch auf die Verf. des Buches eine große Wirkung 
aus, die sich in den Problemstellungen und ihrer Lösung nachweisen läßt. Das Buch 
besteht aus vier Kapiteln. Im ersten Kapitel, das die allgemeinen Eigenschaften der 
Entfernungsmengen von Punktmengen des euklidischen Raumes betrachtet, unter- 
sucht Verf. zuerst die Mächtigkeit dieser Mengen. Dann werden die Zusammenhänge 
der Entfernungsmengen mit den Borelschen und meßbaren Mengen und auch die 
Dichtigkeitseigenschaften betrachtet und viele interessante, manchmal überraschende 
Ergebnisse angegeben. Das zweite Kapitel enthält die Untersuchungen über die Ent- 
fernungsmengen, die mit ihren Komplementärmengen kongruent sind. Näher werden 
die Eigenschaften der Entfernungsmengen der linearen Mengen untersucht. Hier 
stehen viele Sätze mit der Kontinuumhypothese im Zusammenhang. Den Inhalt 
des dritten Kapitels bilden die Entfernungsmengen der perfekten Mengen. Im letzten 
Kapitel werden Bedingungen dafür gesucht, daß eine Zahlenmenge eine Entfernungs- 
menge einer Euklidischen Punktmenge sei. L. Egyed (Budapest). 

@ Verklunsky, S.: An introduction to the theory of functions of a real variable. 
London: Oxford univ. press 1939. XII, 170 pag. 12/6. 


Carath&odory, C.: Über die Differentiation von Maßfunktionen. Math. Z. 46, 
181—189 (1940). 
„H. Lebesgue hat bekanntlich gezeigt, daß man jede summierbare Funktion 
/(P) bis auf eine Nullmenge aus ihrem unbestimmten Integral F(e) = f f(P)dm mit 
e 
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Hilfe von Operationen wiedergewinnen kann, welche denen der gewöhnlichen Diffe- 
rentiation nachgebildet sind. Ein ähnliches Resultat kann auch abgeleitet werden 
wenn man das Integral F(e) und das Lebesguesche Maß m(e) durch Maßfunktionen 
ersetzt, welche ganz abstrakt definiert sind.‘‘ Hierfür wird ein Beweis skizziert, der 
in dem allgemeinen Fall anders als in dem speziellen Fall verlaufen muß, da die von 
Lebes gue benutzten Derivierten dann nicht mehr gebildet werden können. Der aus- 
führliche Beweis soll in Bd.2 der Neuauflage des Buches über Reelle Funktionen 
erscheinen. Kamke (Tübingen). 

600d, I. J.: The approximate loeal monotony of measurable funetions. Proc. Cam- 
bridge Philos. Soc. 36, 9—13 (1940). 

Es sei /(x) eine reelle, endliche, meßbare Funktion der reellen Veränderlichen x 
im Definitionsbereich E. Mit G(z,) und H(z,) seien bezeichnet die Urbildmengen 
[2) <fzo)] bzw. [f(x)>f(z,)]- Es wird bewiesen: Für fast alle «,< E besitzen 
G(z,) und H(x,) die einseitige untere Dichte Null auf entgegengesetzten Seiten. Fast 
nirgends nämlich sind z.B. für @(z,) die linksseitige sowohl als rechtsseitige untere 
Dichte beide positiv, ferner sind fast nirgends gleichzeitig positiv z. B. die linksseitige 
untere Dichte sowohl von @(x,) als von H(xz,). — Aus dem Satz folgt insbesondere, 
daß /(x) fast nirgends ein strenges approximatives Maximum (s. a. M.) besitzt. (f(x) 
besitzt in z, ein s.a.M., wenn z, Dispersionspunkt von [f(z)> f(x,)] ist). Haupt. 

Price, 6. Baley: Definitions and properties of monotone funetions. Bull. Amer. Math. 
Soc. 46, 77—80 (1940). 

Im Definitionsbereich ® und im Wertebereich W einer eindeutigen Funktion 
W=f(P) sei der Begriff „zwischen“ erklärt. Es heißt dann f monoton, wenn aus 
„P zwischen P, und P,“ folgt: „f(P) zwischen f(P,) und f(P,)“. An Beispielen für 
solche ® und W mit zugehörigen Zwischenbegriffen werden folgende besprochen: 
D ist stets ein Intervall der reellen Zahlgeraden mit der üblichen Erklärung von ‚‚zwi- 
schen‘; dagegen ist W entweder 1. eine halbgeordnete topologische Gruppe bzw. 
ein linearer halbgeordneter Raum [vgl. L.V. Kantorovitch, Rec. math. 2, 121—165 
(1937); dies. Zbl.16, 405] oder 2. ein vollständiger metrischer Raum, in welchem 
„zwischen“ in der bekannten Mengerschen Art erklärt ist [K. Menger, Math. Ann. 
100, 77—81 (1928)] oder 3. ein metrischer Raum mit folgendem ‚„Zwischen“-Begriff: 
W liegt zwischen W, und W,, wenn W enthalten ist in jeder offenen, W, und W, ent- 
haltenden Kugel. — Verf. untersucht, inwieweit in den einzelnen Beispielen die elemen- 
taren Sätze über reelle monotone Funktionen einer reellen Veränderlichen erhalten 
bleiben (Art der Unstetigkeiten, Existenz der einseitigen Limites, Abzählbarkeit 
der Sprungstellen, kanonische Zerlegung der Funktionen beschränkter Variation u. a.). 
Im Beispiel 3 wird auch der Begriff der meßbaren Funktion besprochen. Zum Schluß 
wird auf den Fall hingewiesen, daß ® und ® halbgeordnete topologische Gruppen 
oder lineare Räume sind, und hierüber eine ausführlichere Darlegung in Aussicht 
gestellt. Haupt (Erlangen). 

Chlodovsky, I.: Les fonetions presque absolument monotones. C. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 25, 727—730 (1939). 

Reid, William T.: A theorem on continuous functions in abstraet spaces. Bull. Amer. 
Math. Soc. 46, 113—116 (1940). 

Verf. beweist und verwendet in einem sehr allgemeinen (Kuratowskischen) Raum 
{wo für jede Menge M+ N = M +N besteht) den Satz, der auch als eine Verall-. 
gemeinerung des Bolzanoschen Satzes angesehen werden kann: Ist der Raum S zu- 
sammenhängend und f(p,g) eine eindeutige Funktion, die für jedes p, q € S definiert 
ist, und bestehen die Bedingungen: f(p,p) =, {(p, ) = (4, p); /(P» g) stetig in p und 
q, so ist /(p, q) entweder von konstantem Vorzeichen, oder es gibt ein Punktpaar p Sach, 
so daß /(p,g)=0. Dieser Satz kommt natürlich bei halbmetrischen Räumen in Anwen- 
dung, da in diesem Falle die Entfernungsfunktion die Bedingungen des Satzes erfüllt. 
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Eine interessante Folgerung ist: Ist S ein halbmetrischer Raum, dessen Entfernungs- 
funktion d bezüglich der Argumente stetig ist, ist ferner 7 eine stetige Abbildung von N 
auf sich selbst und gibt es zwei Punktpaare (p,, 9), (P2, 2), so daß d(Tp,, Tp,) 
>d(p,,91) und d(Tp,, Tg) < d(Pz, 9), so gibt es zu dieser Transformation ein 
Punktpaar (p,g) derart, daß d(Tp, Tg) = d(p,g) wird. L. Egyed (Budapest). 

Minakshisundaram, S.: On the roots of a eontinuous non-differentiable function. 
J. Indian Math. Soc., N.s. 4, 31—33 (1940). 

Sei /(z) eine Funktion, die auf einem Intervall [z. B. in (0,1)] definiert ist. Be- 
zeichne A die Menge der Werte von f(x), für die mes E[f(x) = &]>0 besteht; 


P7 
B die Werte, wo mes E[f(x) = &]=0, aber E nicht abzählbar ist; endlich C die 


zT 
Werte, wo E höchstens abzählbar ist. Diese Note enthält das interessante Resultat: 
Ist /(z) eine stetige, aber nirgends differenzierbare Funktion, so ist A höchstens ab- 
zählbar; B hat das Maß des Intervalles: (min f(x), max /(x)); während Ü eine Menge 
vom Maß Null ist. Mit anderen Worten: eine stetige, nirgends differenzierbare Funk- 
tion nimmt fast jeden Wert zwischen ihrem Maximum und Minimum unabzählbar 
viele Male an. L. Egyed (Budapest). 


nalysis. 
Allgemeines: Analy 
Schultze, Johann Friedrich: Über Konsinuspolynome und die Nullstellen von 
Polynomen. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 50, Abt. 1, 35—43 (1940). 
L’au. considere quelques polynomes trigonometriques contenant seulement des 
N 
cosinus qui ont la forme c„(p) = I &,9,(p), ot &,>0 et g,(P) sont des polynomes 
v»=0 


trigonometriques non negatifs pour O<p=<2rn. Dans le cas g,(p) = cos?” E il 


“ n 
obtient la formule on(p) = I 2?” "1A, cos?” T 5 = + Da,cosyp avec 
z U »=1 
2 a 3 
,= P >| Au, ou il suit que „(p)>0 si A,>0. En s’appuyant sur le 


theoreme de Fejer (J. reine angew. Math. 146, 53—82) il examine encore diffsrents 
cas particuliers pour les polynomes 9,(9). N.Obrechkoff (Sofia). 
Anghelutza, Th.: Sur une propriet& des polynomes. Bull. Sci. math., II. s. 63, 
239—246 (1939). 
„Ist /stetig in (a, b) und gilt daselbst gleichmäßig /(@ + ph) + 0, ı f(x +(p — Dh) 
+0, 2 + P—- Dh) --- +0,» f(2)>0 für h>0, so ist / ein Polynom vom 


Grade <p — 1“ (On — (—1)* 2): Diese Verallgemeinerung eines Schwarzschen 


Satzes, bei dem aber das Wort gleichmäßig fehlt, wird hier auf rechnerischem Wege 
bewiesen. Hoheisel (Köln). 
Jackson, F.H.: The q® equations whose solutions are produets of solutions of q® 
equations of lower order. Quart. J. Math., Oxford Ser. 11, 1—-17 (1940). 
L’A. chiama equazioni q° di ordine n un’equazione funzionale della forma 
PR) +alPl" "+ +amla)y(e)=0 
e determina le condizioni sotto le quali si puö costruire un’equazione g® di terzo oppure 
di quarto ordine, soddisfatta dal prodotto di due qualsiasi soluzioni di due assegnate 
equazioni q° di secondo ordine. I risultati ottenuti sono poi applicati allo studio di 
alcune particolari equazioni. ©. Miranda (Torino). 
Leemans, J.: A propos de deux intögrales elassiques. Mathesis 54, 65—67 (1940). 


. „Durch mehrfache Differentiation nach dem Parameter a gewinnt man aus fe-'e=dz 
die Formel: u e-taz P' (x) P”(«) 
e Pa)de= Zn P(z) + + +)+6, 


va wa? 


21 
in der P(x) ein beliebiges Polynom von x bezeichnet. Tre in Real- und Imagi i 
führt zu zwei bekannten Integralformeln. u H. errses 
Raynor, 6. E.: On Serret’s integral formula. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 911—917 
(1939). 


Die vorliegende Arbeit geht aus von der Integralformel von Serret (Enz. d. math. 
Wiss. Bd. 2, Teil 1, 2. Hälfte, S. 853) 


Se 
2 


ITp+1) Be 
(1) cor®sing®Bdd = — — U — — — | I dt, 

re + r(ez+ 1) u) 
wo p und g komplexe Zahlen sind mit der Einschränkung R(p) > — 1. Verf. zeigt, 
wie diese Formel in Verbindung mit einigen aus der Theorie der Gammafunktion 
bekannten Ergebnissen benutzt werden kann, um bestimmte Integrale vom Typus 


1 
f OB 10g2 (1 + u)du und ähnliche Integrale zu untersuchen, außerdem um 
{) 


einige neuere Ergebnisse von G. Rutledge und R.D. Douglass [Amer. Math. 
Monthly 41, 29 (1934) und 45, 525 (1938)], die sich ebenfalls auf die Berechnung be- 
stimmter Integrale beziehen, zu ergänzen. (Die Formel (1) ist in der Serretschen 
Originalarbeit mit zwei Druckfehlern behaftet, die in Gl. (92) des oben angegebenen 
Enzyklopädieartikels übernommen worden sind.) Gran Olsson (Trondheim). 

Sehmidt, Erhard: Über die Ungleichung, welche die Integrale über eine Potenz einer 
Funktion und über eine andere Potenz ihrer Ableitung verbindet. Math. Ann. 117, 
301—326 (1940). 

&(t) sei eine für O<=t=] definierte stetige Funktion, deren Ableitung bis auf 
höchstens endlichviele Stellen bestimmt und stetig und absolut integrabel sei; es gelte 
(a) &(0) = £(l) und (b) max£(t) + min&(t)=0. Für beliebige reelle a >O undb>1 
gelten dann die Ungleichungen 


Hera lefite m 
0 0 


l ı 1 
1 1 -ı [\dEP ,,\ 


H (u, v) = G(u + v)/G(u)@(v); @(u) = e*u*T(l1 + u), (0) =1 
ist. Fürb # 1 gilt.in (1) und (2) das Gleichheitszeichen nur für Funktionen der Form: 
t - e 
Ei 01867 +0) bzw. £(t) = cc, (7 +0), worin S,,(u) und L,(u) gewisse 
periodische Funktionen der Periode 1 mit den Extremwerten +1 sind, die mit sin2 zu 


Vorzeichen, Null- und Extremstellen sowie die Symmetrieeigenschaften gemein haben 
und mit eirier geeigneten Konstanten k den Differentialgleichungen 


dL, 
S.,.(u)|® + Eat ie 1 bzw. log|Z,(u)| + 


genügen. — Ersetzt man die Voraussetzung (b) durch die schwächere Annahme (b’), 
daß &(t) in (0,2) mindestens einmal verschwinden solle, so gelten wieder die Un- 
gleichungen (1), (2) mit der Maßgabe, daß in den rechten Seiten der Nennerfaktor 4 
durch 2 zu ersetzen ist; die Extremfunktionen sind die gleichen wie vorhin, nur vom 
Argument 2/21+c, zu bilden. Läßt man schließlich die Voraussetzung (a) fallen 
und behält (b’) bei, so gelten (1), (2) unter Weglassung der Nennerfaktoren 4 auf den 


worin 


b 
=1 
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1 
rechten Seiten und die Extremalfunktionen sind vom Argument t/41 oder td! + 


zu bilden. — Der Sonderfall a = 5 führt zu bereits bekannten und viel benutzten 
Ungleichungen; unter der Voraussetzung (a) allein folgt, wenn M,m Maximum und 
Minimum von &(t) in (0,1) bezeichnen, für beliebiges 5>1 die Ungleichung: 


ı ı 
1 b 1 b . n\b dE|b 
ö ö 
woraus für b = 2 unter der Zusatzannahme | E(t)dt = 0 die verschärfte Wirtingersche 
Ungleichung ; u 
I /((d&\2 m+ t 
fra =; /() a - (75 
ö ö 
entspringt. Ähnlich erhält man unter der Annahme (b’) allein für beliebiges a =b> 1 


die von Hardy-Littlewood (dies. Zbl. 6, 62) nur für ganzzahlige 5 bewiesene Un- 
gleichung 


1 ı 
BE flo sn a dE|d 
fiora<; (427) e [\5:| dt. 
ö 0 
Der Beweis der Ungleichungen (1), (2) beruht auf der Abschätzung des von der Kurve 
b 
Ele + pp-1 =1, lE|s1, n>0 mit der &-Achse eingeschlossenen Flächeninhaltes 
durch die Höldersche Ungleichung. Harald Geppert (Berlin). 


Approximation von Funktionen, Orthogonalentwickiungen: 


Erdös, Paul,and Paul Turän: On the uniformly-dense distribution of eertain sequences 
of points. Ann. of Math., II. s. 41, 162—173 (1940). 

Le th&oreme suivant est d&montre: soient Pi”, 9,..,9W#, n=1,2,3,..., 
des nombres satisfaisant aux conditions O<Sp"<gp®<-..-<of<sn. Si le 


n 
polynomes &,(2) = J] (z — cosp®”) satisfont & Tinegalite |w„(2)|<2-" A(n), oü 
v‚=1 


A(n) est une fonction croissante tendant vers l’infini, alors pour chaque intervalle 
(,ß), Oo <a<ß=<n,ona 


Dr En 


asp" sß 


= 28 (n log An)". 
N.Obrechkoff (Sofia). 
Remös, E. 3.: Sur les termes compl&mentaires de certaines formules d’analyse 
approximative. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 26, 129—133 (1940). 
Al[/(x)] sei ein lineares Funktional, das verschwindet, sobald sich /(z) aus gewissen 
Grundfunktionen %,(2),. ..,%,(2) linear aufbaut. Wenn f(x) ina...b eine stetige 
u-te Ableitung hat (u=n-+-1), so läßt sich für jedes solche u eine feste Funktion 


&,(x) von beschränkter Schwankung konstruieren derart, daß für alle jene / die Dar- 
stellung 


b 
AU) = [Lutt|s)da.(e) 


_ Wü...» %-1,M) 

L.4lo) = Wiü.. a) 

und W das Symbol der Wronskischen Determinante. Aus dieser, auf ein Rieszsches 
Theorem sich gründenden Darstellung lassen sich wichtige Folgerungen ziehen bezüglich 
der Restglieder verschiedener Näherungsformeln, die alle die Gestalt A[f(z)] haben 
(Laplace, Tschebycheff, Stirling, Bessel, trigonometrische Approximation). 
Die ausführlichen Beweise sollen demnächst in den Berichten der Acad. Sci. URSS 
erscheinen. Kowalewski (Prag). 


gilt. Hierbei ist 
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Obrechkoff, Nikola: Sur les moyennes arithmötiques de la sörie de Taylor. C. R. 
Acad. Sci., Paris 210, 526—528 (1940). 
Analog zu der klassischen Formel 
a+h 


fa+h=Sn+,; fa +n rn nat, 


Ei * * e 
in der 5, die n-te Teilsumme der Taylorreihe /(a+R) = f({a)+hf’(a) +h2(2!)-1f"(a)+ ..- 
bedeutet, gewinnt Verf. durch Induktionsschluß eine Formel für die C;-Mittel von Dips 


Es sei n N 
SH —— > Anni (a) » 4e = F E n (N, k = 0, ganz). 
‚=0 
Dann gilt: Sk wi mw 
Kao+N=- + D(-V1A7lath) + RR, 
n v=1 ö 
j (1% a+h s 
= ae HR arfereen (ar. 


e Meyer-König (Stuttgart). 
Webster, M. S.: Note on certain Lagrange interpolation polynomials. Bull. Amer, 
Math. Soc. 45, 870—873 (1939). 
Soit @, le polynome de degre n minimisant l’integrale 
- 


1 
IQ=[(1+a)1(1 - a)P-1Pla)dz, 


-1 
sous l’hypothese I(p,) =1, x, les zeros de 9, et IP (x) = @„(z)/(z — x) pAlzı); 
k=1,2,...,n. L’aut., en completant certains resultats de Erdös et Grünwald 
(ce Zbl.19, 111) et de Erdös et Lengyel (ce Zbl. 20, 12) demontre que: 1° Si 
«=ß=3/2, on a |P(a)|<2, zE[-1,1] et P()>2, M(-1)>2 pour 
n>x. 2’ Sia=1/2, ß=3/2, on a |iP(2)|<2, zE[-1,1] et P()>2, 
i?(—-1)>4/r purn>o. T. Popoviciu (Cernäuti). 

Shohat, J.: Applieation of orthogonal Tehebycheff polynomials to Lagrangean 
interpolation and to the general theory of polynomials. Ann. Mat. pura appl., IV. s, 18, 
201—238 (1939). 

Sei y(z) als eine positive nichtabnehmende Belegung des endlichen oder unend- 
lichen Intervalls (a, b) vorgegeben. Dazu gehört eine Folge von Orthogonalpolynomen 

b 


D,(z2;dy) = 2" + s12""+ ---, bzw. normiert 9,(2) = a„D,„(z) mit IKR TEA" = 0 


[/ 

Deren Nullstellen z,„ bilden die Grundmatrix des Lagrangeschen Interpolations- 
verfahrens (vgl. z. B. Referat über Feldheim, dies. Zbl. 21, 397); bei festem n,v<n, 
führen sie zur Gaußschen Quadraturformel (zweiter Index n hier und später unter- 
drückt) b n 

[tayay =D H,le) + RM =) + Rn) 
a v=1 
mit ö d 
H, = H,„(dy) - (ir = [l,n@)dy ; 
a a 


b n 
Für die Momente a; gilt 0, = | #dy =%H,%, (k=2n— 1). Nach diesen 


a v=1 
und anderen Vorbereitungen bringt Verf. als wesentlichen Hilfsbegriff eine Treppen- 
funktion y, mit dem Sprung H,,„ bei z,„, sonst stückweise konstant; durch sie 
(bzw. die Folge der y,) kann die allgemeine Belegung y zweckmäßig ersetzt werden. 
Entscheidend ist ferner die planvolle Auswertung der „zweiten Orthogonalitäts- 
eigenschaft‘ der Orthogonalpolynome, die zwar schon von Tschebyscheff be- 
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merkt, aber bislang nicht genug beachtet worden war: Es ist für :,7 aus (0,n — 1) 


bzw. (l,n)„ ve f 
D’a,P (z,) 9 (2%) == Ö; D’p (z;) 7 (z,) = Ö bzw. H,‘ 
v=1 v=0 


I. Im ersten Teil der Arbeit folgt nach Anwendung auf den Formelapparat der Lagrange- 

interpolationstheorie insbesondere eine Gegenüberstellung der Lagrangeinterpolation 

von f(x) — in bezug auf das System (p,(2); dy,) liefert sie die Orthogonalentwick- 

lungen im n-dimensionalen Teilraum — und der Orthogonalentwicklungen nach dem 

vollen System (p,(x), dy). — Der II. Teil behandelt Konvergenz und Konvergenz im 
b 


Mittel (im Sinne von ({ — L,)?dy— 0); für Funktionen f(x), die auf (c,d)C (a, b) 


a 

stetig sind und Lipschitzbedingungen einer Ordnung ># erfüllen, können frühere 
Ergebnisse (des Verf.) verbessert und vereinheitlicht werden. Für die Konvergenz im 
Mittel erweisen sich die Konvergenz in den Quadraturformeln und das Bestehen der 
Parsevalschen Gleichung als notwendig, während im Falle des bestimmten Momenten- 
pröblems die Konvergenz der Quadraturformeln als notwendig und hinreichend er- 
kannt wird. — Der III. Teil endlich kann die oben eingeführte Treppenfunktion %, 
überaus elegant und einfach nutzbar machen, um eine Abschätzungsformel für beliebige 
Linearverbindungen von Koeffizienten eines Polynoms @,(2) =?) 9,2” aufzustellen, 
für das man an n + 1 Stellen eine obere Schranke kennt. Es ist 


[Lew = [I Bel? <2 Li)’ HC, (2). 
Diese Schätzung erlaubt, unter Spezialisierung, eine Fülle von bekannten und von 
neuen Anwendungen, so bei den geläufigen Orthogonalpolynomen von Jacobi, 
Hermite, Legendre, Laguerre —die nun auseiner Quelle fließen. Die Methoden 
der besten Approximation sind freilich im einzelnen unter Umständen noch wirksamer. 


Ullrich’ (Gießen). 
Favard, J.: Sur Pinterpolation. Bull. Soc. Math. France 67, 102—113 (1939). 
Considerons les points &,,,9=0,1,...,n tels que O< y,+1 — An» < On, 
v= -1,0,...,n, &,-1ı=0, &nn+ı=1let &,—0, pour n— oo. On peut trouver 
une suite de polynomes A„,,(2),v=0,1,...,n, de degre n, telle que 


Anlz; f) = Non) Ant2) > Io), pour n—+o0,2€[0, 1], 


uniformement pour toute fonction f(x), continue dans [O, 1]. Soit alors C une famille 
de fonctions continues dans [0, 1], contenant les constantes, et F(f) une fonctionnelle 
dans € telle que: 1°F(f)=>0, l’egalite n’etant possible que pour /=const, 2° si fEC, 
onac/EC et F(cf)= |c|F(f), quelle que soit la constante c. Posons 

ax |f(x) — Anz; fl 


m 
ur zE [0,1] 
na Fo 


(en supposant 0„(A) fini) et soit 0, = ming„(A), pour toutes les suites de polynomes 
An,, possibles. L’aut. demontre que si dans CO on peut trouver n + 1 fonctions lineaire- 
ment ind&pendantes sur les points &,,,9»=0,1,...,n, on peut trouver une suite 
de polynomes A,,, pour laquelle 0% = 0„(4). Dans une seconde partie, l’aut. definit 
une nouvelle classe de fonctions quasi-analytiques de la maniere suivante. Soit Z 
un sous-ensemble infini et ferme de [0,1] et 9g(n) = max |P„(@)| lorsque le poly- 
zEio, 

nome P„(x), de degre n, est tel que |?,(2)|<1, pour z€ E. La fonction f (z), con- 
tinue dans [a, b], est de la classe Zy„,, oü {n} est une suite infinie croissante de nombres 
naturels 2],%,,..., si pour tout n, on peut trouver un polynome P„,(2), de degre n,, 
tel que „lim, ‚max pE(n,)|f(2) — Pn,(z)| = 0. Une telle fonction est eomplötement 
determinee par ses valeurs sur un sous-ensemble de [a, 5], semblable a Z, mais de 
diamötre aussi petit que l’on veut, T. Popoviciu (Cernäufi). 
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Broggi, Ugo: Contributo allo studio degli sviluppi in serie di polinomi di Laguerre. 
Ann. Mat. pura appl., IV.s. 19, 141—150 (1940). 


Bewerden daten : ei dr(ett*) 
erden Sätze über Laguerreentwicklungen 2 «ln, Ld) = Far TEE 
oo n= 
unter der Voraussetzung hergeleitet, daß >’T? mit I", _y c, konvergiert; die 


n=0 ‚=0 
hauptsächlichsten Ergebnisse sind: a) I’c„Z,(t) konvergiert für jedes >0; 
x n=0 FR 
SD Tn[En(t) — Ln+1(£)] konvergiert gleichmäßig in jedem IntervalO <a <t< ß 
und ist = lat); c) aus pt) Ic, Zu(t) folgt 
n= n=0 


Pt) -Donlul) -3 Se 


für jedes £ u ist @(t) =D ART, Inza(t) mit 7,=0fürn= —1, —2,..,—h 


n=-h 


h ” 
und A?I, = > (—1)’ Bi so existiert . =1,2,..., h) für jedes 
Gt () 
Z>0,unde ? on ®=0,1,..., h) ist quadratisch summierbar; für =1 wird 
t 


& > - d R - 
überdies gezeigt, daß — du für jedes *>0 die Ableitung = besitzt; e) ist 


oo 0 oo 
HU) = &L,(t) und 9(t) =D b„Zn(t), und sind 
n=0 n=0 


oo n oo 
> (4 5 a) sowie DB: (2. =y 2) 
n=0 n=0 


v‚=0 v=(0 


n N 
konvergent, dann konvergiert, mit der Bezeichnung c, = Da,_,b,, I == c,, auch 
t v=( 


v=0 


S race N 
dr, und fi an 9(u)du ist die gemeinsame Summe der beiden Reihen 
n=0 fi) 


Zonln (4) und I’ TI) — Zus). Schoblik (Brünn). 
n= n=0 


Moore, Marvin 6.: On expansions in series of exponential funetions. Amer. J. Math. 
62, 83—90 (1940). 

Sei h(t) = cjert + zent +... +e”! ein komplexes Polynom mit c, #0, 
&%, * a, undn>2. Verf. zeigt, daß man mittels h(t) Reihen bilden kann, die man als 
eine Verallgemeinerung von gewissen Biorthogonalreihen betrachten kann, die sich 
im Falle h(t) = e — 1 auf die Fourierreihe reduzieren. Diese vom Verf. als F-Reihen 
bezeichneten Entwicklungen konvergieren im Innern gewisser konvexer Polygone, 
welche von den &; und den Nullstellen der Funktion h(t) abhängen. @. Alexis. 

Sidon, $.: Über Orthogonalsysteme. Compositio Math. 7, 372—375 (1940). 

In Verallgemeinerung eines bekannten vom Verf. stammenden Resultates (dies. 
Zbl. 3, 254) über lückenhafte trigonometrische Reihen wird folgender Satz bewiesen: 
Ist {p„(z)} ein in (a,b) gleichmäßig beschränktes System von stückweise stetigen 
orthonormalen Funktionen und {x,} eine beliebige Nullfolge, so gibt es eine Folge {k„} 
von natürlichen Zahlen und eine L-integrierbare Funktion f(x), so daß 


b 
Sta) pr.(2) dz = Om 


ist. Weiter beantwortet Verf. einen Teil einer von ihm gestellten Frage über Teil- 
systeme gleichmäßig beschränkter Orthonormalsysteme. @. Alexits (Budapest). 
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Reihen: 


Ludwig, Rudolf: Näherungswerte und Restabschätzungen komplexer Reihen durch 
eine geometrische Methode. Deutsche Math. 5, 44-64 (1940). 
Neubearbeitung der Dissertation des Verf.; vgl. dies. Zbl. 17, 108. F. Lösch. 


Rajagopa’, C. T.: Some theorems eonneeted with Maelaurin’s integral test. Math. 
Gaz. 23, 456461 (1939). 

Verf. geht von dem folgenden Satz, der mit der Littlewoodschen Verallgemeinerung 
des Maclaurinschen Integralkriteriums [J. E.Littlewood, Messenger of Math. 89, 
191—192 (1910)] äquivalent ist, aus: Ist F(x) eine positive, monoton abnehmende 
Funktion und (D,) eine Zahlenfolge mit 0=D,<D,<.-:-<D,< +, D)>%, 


n Dn 
d„= D, — D.-ı=k, so strebt (*) Id, F(D,) — Hl F(x) dx beständig fallend gegen 
D 


v=1 1 
einen Grenzwert, der zwischen (d, — k) F(D,) und d,F(D,) gelegen ist. — In Analogie 
zu der Hardyschen Verallgemeinerung des Maclaurinschen Integralkriteriums 
[6. H. Hardy, Proc. London Math. Soc. (2) 9, 126—144 (1911)] werden Erweiterungen 
‚dieses Satzes angegeben, in denen an Stelle der Monotonie von F(x) die Existenz einer 


stetigen Ableitung F’(z) bzw. F’(z) und die Konvergenz des Integrals N! |F’(e)| dx 


bzw. [ |F’(z)|dx vorausgesetzt wird. Durch Spezialisierung von F (x) bzw. (D,) ergeben 
sich verschiedene bekannte Sätze. — Weiter wird u.a. gezeigt, daß der unter den ge- 


n 
nannten Voraussetzungen über (D,) existierende Grenzwert y; = lim | ——log 2.) 
n>X2 
v=1 
der eine Verallgemeinerung der Eulerschen Zahl y darstellt, in Analogie zu bekannten 
Sei, 1 
E hafte den Bezieh lim Bee u. 22,0 
igenschaften von y den Beziehungen lin "> Da vn YatlogD, 
Se e) 
und 1-9, -logD, = = mit 3” => (5 genügt. Als Anwendung von 
n= v=2 
Ya werden endlich zwei Vergleichskriterien für Reihen mit positiven und alter- 
nierenden Gliedern bewiesen, die für den Fall D),=n vom Verf. bereits an anderer 


Stelle [Math. Gaz. 21, 161—163 (1937)] angegeben wurden. F. Lösch (Rostock). 
Lyra, Gerhard: Über einen Satz zur Theorie der C-summierbaren Reihen. Math. Z. 
45, 559572 (1939). 
Es werden zwei äquivalente Sätze bewiesen, die in der Richtung der Verallge- 
n 


meinerungen des bekannten Satzes „für die O,-Summierbarkeit der Reihe „, = Da, 
oo v‚=0 

zur Summe s ist notwendig und hinreichend, dad »+(n +1) >= > 
; v=n+l 

liegen und von welchen der zweite einerseits identisch mit der K. Knoppechen Ver- 
allgemeinerung des vorher genannten Satzes ist und andererseits, in einer anderen 
Form ausgesprochen, eine Verallgemeinerung des K.Knoppschen Satzes darstellt. 
Zur einfacheren Formulierung des ersten Satzes wird der Begriff „r-fache Reste r!? 


einer O,-summierbaren Reihe Ic,“ eingeführt und folgendermaßen erklärt: Sei 
oo n=0 


2 In Cy-summierbar, dann soll ®—=c, und r! (r>1) gleich der C,-Summe von 


So oo 
Dr” gesetzt werden, falls r”-" schon definiert und Dr7-® C,-summierbar ist. 
van n=0 


Dann lauten die zwei Sätze folgendermaßen: I. Sir>0, p>0 und rsp+]; 
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damit >, zur Summe s C,-summierbar sei, ist notwendig und hinreichend, daß 
n= 


(DD: An / & % ') C,-„-summierbar, die Folge der r-fachen Reste r' der Reihe (1) vor- 


handen und = r„ C,-,‚summierbar zur Summe s ist. II. a r>0,p>0,rsp+l, 
n=0 


und es bezeichne x, | ("; = } die C,_,-Summe der Reihe SI a, n I ar en) damit 


vn 
> @, zur Summe s C,;,-summierbar, ist notwendig und hinreichend, daß 


1 
> er Hr 5 Fi 3 )e p-„summierbar und = %, C,-summierbar zur Summe s ist. 


u V.@G. Avakumovie (Beograd). 
Garabedian, H. L.: Theorems assoeiated with the Riesz and the Dirichlet’s series 
methods of summation. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 891-895 (1939). 


Es sei 53 u„ eine Reihe mit den Teilsummen s,. Verf. betrachtet den Zusammen- 
=ı 


hang ren: der Summabilität der Reihe nach Rieszschen Mitteln und nach der 
Methode der Dirichletschen Reihen. Er zeigt in Verallgemeinerung eines Satzes von 
G.H. Hardy [Proc. London Math. Soc. (2) 8, 301—320 (1910)]: Strebt 2.e””*® — 0 
((<»r,< = ae — +00) für alle s mit Rs >0 und konvergieren die Rieszschen 


Mil 2 I mt (= hun - 4,0=4,<Ag< :-:— +0) zum Wert u, so folgt 


his den Fall, daß »„ eine logarithmisch-exponentiale Funktion von A, ist, für die 
=0(/#) mit einer positiven Konstanten A gilt, die Konvergenz der Reihe 


Fr e-’"® in 2 >0 sowie lim Su e=’"®— u. (Dabei soll s in einem Winkel 
n=1 n=1 
larcs| <a <5 — gegen 0 — Die Voraussetzung s,e-’*®—0 für alle s mit 
NRs>0 wird ne wenn »„ eine logarithmisch-exponentiale Funktion von A, 
ist, die mit n gegen oo geht, aber schneller als logn und nicht schneller als AÄ, wo A 
eine (beliebig große) positive Konstante bedeutet. — Es folgen noch Bemerkungen 
über die Beziehung dieses Resultats zu einem früheren Satz des Verf. über den Zu- 
sammenhang zwischen der Summabilität einer Reihe nach Cesäroschen Mitteln und 
nach der Methode der Dirichletschen Reihen [Ann. of Math. (2) 32, 83—106 (1931); 
dies. Zbl. 1, 206). F. Lösch (Rostock). 

Garten, V.: Ungleiehungen zwischen den Hauptlimites der von Herrn Karamata 
untersuehten iterierten Mittelbildungen bei drei aufeinanderfolgenden Ordnungen. Math. 
Z. 45, 735—746 (1939). 

Verf. beweist u Satz über Integralmittelbildungen der Form 


0® (x) = 2 femioe- dd oral, kel2s.. 


y Deere er >00), 
in welchem aus dem unbestimmt divergenten Verhalten der (k + 1)-ten Mittel auf 
das Verhalten der k-ten Mittel geschlossen wird. Das vom Verf. gewonnene Ergebnis 
entspricht dem C. E. Winnschen Oszillationssatz und lautet: Sei 


8 

lim bzw. lim o%(2)= 5 bzw.= 3, 4-4 = 4-1, PM)=(S-ı-Ulgz = er 5 

Ge, a — &-ı t (8,1 — H)Rk (t — &- )Rk (m m Bee 
+ s- Al 1 &-ı. — = (S_ ErrAR k (Ierı — - ir’ i Pr” 


R,= Bee) und Tür p4= Pa PA +0, Yy= Pl) - -1, für pri =0, 
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Y() = W,(t). Dann ist Y(S)<0 und Y(s)<0. Ferner gilt „<<, <=S, <= T,, 
wobei t; und 7; die beiden in g., <t<S;,_ı gelegenen Wurzeln der Gleichung 
Y(t)—=0 bedeuten. Schließlich werden aus diesem Satze Spezialfälle einiger Un- 
gleichungen vom Verf. und K.Knopp abgeleitet. V.G@. Avakumovic (Beograd). 
Knopp, Konrad: Limitierungs-Umkehrsätze für Doppelfolgen. Math. Z. 45, 
573—589 (1939). 
Die bisher wenig bearbeiteten Limitierungsumkehrsätze für Doppelfolgen werden 


Mm n 

eingehendin bezug auf das C,- bzw. A-Verfahren untersucht: dabei wird 37,n = PR 

m n v=(0 u=0 
C,-Iimitierbar genannt, falls en >>. >> 8,4. >85, (m, n)— ©, bzw. A-limi- 
© © v=0 u=0 © © 

tierbar genannt, falls f(2,y)=? Du, y=(1-a)l-YJ)d 
v=0l u=0 v=( u= 
(x, y) >1, wo die Konvergenz im Pringsheimschen Sinne zu nehmen ist. Als 
Hauptergebnis seien folgende zwei Sätze erwähnt: I. Aus der O-Limitierbarkeit und 
(1) tim Max [sn — Smn =w(%,4)>0,1< (x, A)—1 folgt die Konvergenz von 
Eee ige 


Sm,n zum Grenzwert s. — Wird hier (1) durch die engere Bedingung (2) w,, „ 


5, y"—>s, 
0 


M 
Ssr@ 
ersetzt, so ergibt sich das Analogon zum Hardy-Landauschen Satz über einfache 
C,-limitierbare Folgen. II. Aus der A-Limitierbarkeit und (2) folgt die Konvergenz 
VON Sm,n zum Grenzwert s, falls (3) |/(z, y)|< M bleibt. — Dieser Satz wird auf den 
vorangehenden zurückgeführt, indem erstens aus (2) und (3) die Beschränktheit von 
Sm,n gefolgert und zweitens die Äquivalenz des O,- und A-Verfahrens bewiesen wird. 

V.@. Avakumovie (Beograd). 

Tschelidze, W. G.: A necessary and suffieient eondition that the double Fourier- 
Lebesgue series of a funetion belonging to L(2) should be econvergent. Trav. Inst. Math. 
Tbilissi 6, 97”—122 u. engl. Zusammenfassung 123—124 (1939) [Russisch]. 

Soit 
(1) 2, 2 (mn coamzcoeny+ Dan SIMMTCOSN Y+ Cm COBMTSINN Y+ d„sinmzsinny) 

m= n= 
la serie double de Fourier d’une fonction f(x, 4) C L® dans le carre Q[0,27; 0,27]. 
D’apres le theoreme de Fischer-Riesz la serie 


oo 
DD (dam COSME C08NY- Cm ENMT C03N Yy- drpn COSMT SINN Y + Ay, SInMmzsinn y) 
m-eln=1l 

est la serie de Fourier d’une fonction g(z, y) < L®, appelee par l’au. fonction con- 


juguee de /(z, y). Designons par f,(x), fs(y), f*(z, y) les fonctions 
27 2r 
h(@)= (1/2 ”Manay, hy) = (1/2n) [ fe, az, f*(&,y)=fe, y) - fılz) - fly) 
ö 
et par 9,(®), 92(Y), 9*(z, y) les fonctions conjuguees correspondantes. Enfin posons 
Alg*,2,y,0,ß) = *Ha+u,y+Pß) + ga - 0,4 —- B- ge — a,y + B) 


- g9*(2 + 0,9 — PB), Danta, B) = I (cosm a — 2) sinnß +5 (cosnß — 2) sinma 
ß 


& —ı 1 
+ (183 tg 5) (cosma& + cosnß — 7 cosm& cosnß). L’au. demontre le th&oreme 


suivant, analogue au th&oreme de Lusin pour les s6ries simples: condition n&cessaire 
et suffisante pour que la serie double (1) converge presque partout dans Q est que 
E44 £43 


[01-2777 
im, Telnet He lda=0, im Tr ny+ By BRB-0, 
6 ö 
„im [SA (g*, 2, 9, %,ß) Dnn (%, B)daxdß=0, presque partout dans Q. 
00 N. Obrechkoff (Sofia). 
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Menchoff, D.: Sur la reprösentation des fonetions mesurables par des series trigono- 
mötriques. ©. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 26, 214-216 (1940). 

Ist /(z) eine in (—, r) fast überall endliche und meßbare Funktion, so läßt sich 
zu jedem a >0 eine in (—7,r) stetige Funktion g(x) bestimmen, so daß außer einer 
Menge von einem Maß <o überall f(z)= g(x) ist und die Fourierreihe von g(z) in 
(7, ) fast überall konvergiert. Der Beweis dieses Satzes wird nur skizziert. 

@. Alexits (Budapest). 

Kharehiladze, F. J.: Quelques erittres nouveaux pour la determination de la elasse 
d’une serie trigonometrique. C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 26, 137—138 (1940). 

En se servant de la sommation de 8. Bernstein [C. R. Acad. Sci., Paris 191 
(1930)] l’au. donne des criteres pour que la fonction f(x), dont la serie de Fourier 
est donn£e, soit presque partout bornee, ou continue periodique, ou la fonction 
|/(z)|P, p >1, soit sommable dans l’intervalle (0,2 x). Les resultats sont semblables 
aux resultats connus pour les moyennes arithmetiques de Cesäro. N. Obrechkoff. 

Denjoy, Arnaud: Exemples de series trigonomötriques non sommabkles. ©. R. Acad. 
Sci., Paris 210, 94—97 (1940). 

L’auteur a defini [voir ©. R. Acad. Sci., Paris 172, 653, 833, 903, 1218 (1921); 
173, 127 (1921)] un procede de calcul de la fonctionnelle V(F, x, y,z) = F(x)(z — y) 
+ F(y)(x — 2) + F(z)(y— x) & partir de la derivee seconde gen£ralisse /(t) de F(t); 
ce calcul exigeant cing types d’operations. Il montre maintenant par des exemples 
que la recherche de la primitive seconde Ft) de la fonction f(t) la plus generale deve- 
loppable en serie trigonomötrique exige l’emploi de toutes ces operations. 

Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

Salem, Raphaäl: Sur les proprietes deseriptives des ensembles de points de diver- 
gence des series trigonometriques. C. R. Acad. Sci., Paris 209, 748—750 (1939). 

Verf. beweist, daß man in der Reihe 


Drneria-n ((=2=<1) 
n=1 
bei gegebenen -„=0 die s, so bestimmen kann, daß die Menge der Divergenzpunkte 
dieser Reihe von zweiter Kategorie ist. Ref. kann die Bemerkung nicht unterlassen, 
daß dieses Verhalten auch der bekannten Fejerschen stetigen Potenzreihe, deren 
Divergenzmenge auf dem Rande des Einheitskreises dicht ist, zukommt. G. Alexis. 


Spezielle Funktionen: 


Iyengar, K.S. K.: A new proof of the formula for the generating function of 
Laguerre polynomials and other related formulae. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 10, 
181—185 (1939). 55 

Die Aufsummierung der unendlichen Reihe K(z, y, t) = 200,0) D,(y), 

n= 
in der die ®,(x) die normierten Laguerreschen Orthogonalpolynome bedeuten, ge- 
schieht durch Behandlung des speziellen Falles x = y und durch den Beweis, daß 
K(x, y,t)-e@+wlA-0 eine Funktion von xy ist. Weitere Ergebnisse sind 


n>® Yn +1 
Iyengar, K. S. K.: A new proof of Mehler’s formula and other theorems on Her- 
mitian polynomials. Proc. Indian Acad. Sci., Seet. A 10, 211—216 (1939). 


Die Aufsummierung der unendlichen Reihe K(z, y,t) = ya) yaly); in 
n= 


lim >) 8%/n = und jr Prda=0( ee )- ne Bate), 
4 0 


der die y„(z) die mit e” 2 multiplizierten und normierten Hermiteschen Orthogonal- 
polynome bedeuten, geschieht durch Behandlung des speziellen Falles x = y und durch 
den Beweis, daß K(z, y,t) -e"22u!1-®) eine Funktion von x? + y?ist. Ferner werden 
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n 2 
y2 e* 
die Abschätzungen y}, < En für alle zund n und > y= — +0()+0 (7) 
bewiesen. Bin u: J. Meizner (Berlin). 


Feldheim, Ervin: Sur les fonetions genöratrices des polynomes de Laguerre et d’Her- 


mite. Bull. Sci. math., II. s. 63, 307—329 4939). 
@„(2) (n=0,1,2,...) seien die im Bereiche a<r2 = b zur Belegung p(2) = 0 
b 


gehörigen orthogonalen Polynome mit dem Werte A, des Integrals i p(z)w„(z)?dr. 


a 
Verf. gibt einen neuen Weg an, um die Erzeugende der Produkte ®,(2)w„(y) zu 
ermitteln: Ist = 
() F(z,1) = Ant"on(R) 
n=0 


mit passenden festen A, eine Erzeugende der w,(x), so gilt 
© b 
(2) Zrron(z)on(y)/n =[Plw)F(z, tv)F(y, tv)f()do, 
n=0 [; 


wo f(v) eine geeignet bestimmte Funktion ist. — Dieses Verfahren wendet Verf. hier 
auf die L®%(2),,«a >—-1l(a=0,b=m) und H„(z) (a =—@,b= mo) an. Bei den 
L‘®(x) geht er von 


(1%) S ro (@)/T(& +n +1) = F(z,t) = e(at)- RI, (2 Yzi) 
n=0 


aus. Er vervielfacht #(x, 0t) mit e-'t*/2 und wendet in t die Hankelsche Verwandlung 


mit dem Kern J,(2 Y:y) an. Rechts erscheint im Integranden das Produkt zweier 
Besselscher Funktionen; entwickelt man beide wieder nach (1*) und integriert, so 
entsteht die Lebedeffsche Formel. — Entsprechend gewinnt Verf. die Mehlersche (M.), 
indem er die bekannte exponentielle Erzeugung der H„(z) zugrunde legt und auf sie 
die Gaußsche Verwandlung ausübt. Er gibt noch einen zweiten Beweis von M., der 
sich auf die Entwicklung von H,„(x)H,„(y) nach den A;,(Ya? = y?) ((<r<[n/2]) 
stützt. — Von anderen die L%’(x) und die H,„(x) betreffenden Ergebnissen sei die 
Multiplikation der Unabhängigen in diesen Polynomen genannt. Koschmieder (Graz). 

Toscano, Letterio: La trasformazione di Gauss e i polinomi di Hermite. Atti Accad. 
Sci. Torino 75, 39—46 (1939). 

En appliquant une formule de Tricomi (Comment. math. helv. 8; ce Zbl. 12, 
358) l’au. demontre pour les polynomes d’Hermite la formule 


m 
(ad + m +a?)2H 4% ++, 4% +1, +14: + a, 
T v Mm Mer Be 
Ya? + .+a 
m! Su: : 3 
Zur m ITS in. $ u i > nn 
— > ET REEL a H,) .. Ha)... tem run. 


N.Obrechkoff (Sofia). 
Feldheim, E.: Expansions and integral-transforms for produets of Laguerre and 
Hermite polynomials. Quart. J. Math., Oxford Ser. 11, 18—29 (1940). 
Verf. entwickelt das Produkt zweier Laguerrescher Polynome L®(z), LP (z) 
nach den L{*+®(x) und findet 


m+n Atn 
U (LP (= Datmın, &, P) + @=(-1)n+" D’o,(m,n, B-m+n, «-+m—n)Z, 
s=0 s=0 Ü 


8 


em, 2, = Dr ER). 
r=0 


Dann gewinnt er das Gaußsche Bild des Produktes zweier Hermitescher Polynome 
in verschiedener Gestalt. Ein Teil der weiteren Ergebnisse, namentlich die des $4, 
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folgen, wie er zusätzlich vermerkt, aus einer mittlerweile von ihm gef 
[Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 43, 240—248 (1940)], die das el 3 
Bahn Koschmieder (Graz). 
‚ nn RT PRaEnIe en ns de polynömes d’Hermite et de Laguerre ä 
aide des transformations de Gauss et de Hankel. I. 

ee I. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 

Verf. stellt zuerst die von ihm weiterhin gebrauchten Grundformeln aus der 
Lehre von den H„(xz), L2’(x) zusammen, besonders solche, die sich auf ihre in der 
Überschrift genannten Integralverwandlungen beziehen, sowie frühere einschlägige 
Ergebnisse. Seine Untersuchungen beginnt er mit einer Entwicklung von H„4n(%) 
nach den Produkten H„_,(2) H„-,(2) (O=v»<min(m,n)), die für n=1 ee 
bekannten dreigliedrigen Rücklaufsformel der H,(x) führt. Dann gibt er eine Er- 
zeugende der H„(z) H„+s,(2) mit festem k an, die sich auch aus der Mehlerschen 
Formel durch fortgesetztes Ableiten gewinnen läßt, und eine Erzeugende der 
H?(z) H},(y), die er aus der Lebedeffschen, die Produkte L,(z) L„(y) erzeugenden 
Formel herleitet. Er schließt mit Entwicklungen der H,„(z) nach den L(®%(}xz) 
(O<»<n) und umgekehrt der L{”(x) nach den H,(u x) mit festem A und u. ; 

Koschmieder (Graz). 

Feldheim, Ervin: D&veloppements en s&rie de polynömes d’Hermite et de Laguerre ä 
Paide des transformations de Gauss et de Hankel. II. Akad. Wetensch. Amsterdam, 
Proc. 43, 240—248 (1940). 

Verf. beweist die für Ne a >0 gültige Formel 


Ellis ler, 
min(m,n) 
Sr ee 


aus der er viele weitere durch Besonderung gewinnt (z. B. Vervielfachung mit A” u”, 
Brand >00 SD, gel, ul, ey a=iu2l -u)=h, 
y= vi2(A? + u2)%, z= —vu?(42 + u2)-}). Dann zeigt er, wie mit Hilfe der in I. 
erwähnten verallgemeinerten Rücklaufsformel eine von Howell herrührende Integral- 
darstellung von H?(z) (dies. Zbl. 18, 149) zustande kommt. Zu den nach den Li” (x) 
fortschreitenden Reihen übergehend, erweist er zunächst die Unmöglichkeit einiger 
solcher Entwicklungen, z. B. der von Z{%+P(z) nach L(®(z) IP(z) (<r<n). 
Dagegen gelingt es, LM (2 x) nach diesen Produkten zu entwickeln. Koschmieder. 

Feldheim, Ervin: Döveloppements en s&rie de polynömes d’Hermite et de Laguerre & 
Paide des transformations de Gauss et de Hankel. III. Akad. Wetensch. Amsterdam, 
Proc. 43, 379—386 (1940). 

Verf. gewinnt für m>n die Integralbeziehung 


+00 
rn! [esp [—(u + i2)2] (v + iu)" Lm® (2u2 + 202) du=H„(e+v) Anl — v), 
PL 4 


deren Sonderfall für v—0 er schon in I. angegeben hatte. Es folgen Anwendungen 
dieser Formel. Weiter entwickelt Verf. Produkte von Hermiteschen Polynomen 
ungleicher Ordnung und verschiedener Veränderlichen, z. B. 
H„(xcos& + ysina) H„(zsin& — ycos&) 
Mm+Nn k 
= (-1)rsin ma cosna » >’ etgta > (-1)() (27 „) 18°"@ Hrlo) Hman-r(9)- 
0 =D Koschmüieder (Graz). 
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Howell, W. T.: A note on L.aguerre polynomials. Philos. Mag., VII. s. 28, 287—288 
Br Zeichen der Operatorenrechnung verwendend, geht Verf. von dem Carsonschen 
Bilde der Funktion J, (2 Yaz) (az)®+=/2 aus; er benutzt den Faltungssatz und das 
Bild eines mit einer Potenz vervielfachten Produktes zweier Besselscher Funktionen 
und gewinnt dadurch im wesentlichen eine Darstellung des Produktes zweier allgemeiner 
Laguerrescher Funktionen L7 durch ein Doppelintegral: 


exp(— 2 —y)Li(a)LA(y)2"2*T(2&+1)I(n+ 1) (m +1)/I(n+m+&+2)I(a& +1) 
n/2 
= —/ fener+2°+18 costm+2&+19 exp(—E)L%,„+,.1(E)sin?«pdpd9, 
06 


E = zsin29 + ycos?9 — 2 Yxy sin@cosdcosQ. 
Daran schließt er eine zweite, ähnlich geartete Darstellung desselben Produktes. 
Koschmieder (Graz). 


Bailey, W. N.: On the product of two assoeiated Legendre funetions. Quart. J. Math., 
Oxford Ser. 11, 30—35. (1940). 

Verf. beweist die von Dougall [Proc. Edinburgh Math. Soc. 37, 33—47 (1919)} 
für positive ganzzahlige Werte von p,gq und m ohne Angabe des Beweises mitgeteilte 
Formel 


(22 — 1)-ImPz(e) Pr (a) 


_ gm StAr-mdyArT (p + q — 2m — Zu)! ae pm N 
Pz A ner (p+q-— 2»)! TESTEITELTERN ED ar a 
ı EN] ei va 3 et 
Me — —— He 60 = —l— — — — ... u 
a 


in der P%'(z) die zugeordneten Legendreschen Funktionen m-ter Ordnung bedeuten, 
in völliger Anlehnung an eine frühere Arbeit ähnlichen Inhalts (siehe dies. Zbl. 6, 398) ; 
die Formel wird auch auf nicht ganzzahlige Werte von m erweitert. ‚Schoblik (Brünn). 


Banerjee, D. P.: On some new integral relations between Bessel and Legendre 
funetions of unrestrieted degree. J. Indian Math. Soc., N. s. 4, 25—28 (1940). 


Beweis der Beziehung 
1 


[r +172(8) Jn(2px)a12de = En 1 {Jn(p)eosp + Jn+1(P)sinp}, Rein) > -- 1, 
ö 


1 
sowie Darstellung der Integrale [ P,(1 — 2 y3)|P,(1 —- 2 y)/(y)dyfür /(y) = yJo(yz), 
0) 


sin2y2, cos2yz und e-?Y? in geschlossener Form mit Hilfe Besselscher Funktionen. 
Die Arbeit knüpft an Ergebnisse von Mitra (dies. Zbl. 15, 19) an. Schoblik. 


Meijer, €. S.: Über Besselsche, Struvesche und Lommelsche Funktionen. I. Akad. 
Wetensch. Amsterdam, Proc. 43, 198—210 (1940). 

An die Spitze stellt Verf. zwei Integraldarstellungen (I), (II) der Funktion en 
(dies. Zbl. 13, 208), deren zweite hier Platz finde; sie lautet — bei passender Ein- 
schränkung der Parameterwerte — 


oo 
Gyr ad 


1 mM, 
ws = | (cv 


Die in der Überschrift genannten Funktionen sind Sonderfälle von G7,5; daher fließt 
für sie aus (I), (II) eine Fülle — teilweise bekannter — Integraldarstellungen. 


Koschmieder (Graz). 


Bee 


Ayy3...,Qp er. Sl a 
Reto 1)* v-edv. 
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Meijer, €. S.: Über Besselsche, Struvesche und Lommelsche Funktionen. II. Akad. 
Wetensch. Amsterdam, Proc. 43, 366378 (1940). 
Verf. beweist zunächst die a nrtzen: 


K,(22) = Fam [late — 1 -bul-2rgu: 


ae on fa (zu) Y,(zu)(u2 — 1P- ul -2rdu; 


J,(2z) sinvn = a u — S(zu)(u2 — 1)--tul+2rdu. 
i 


Analoge Integralbeziehungen werden für die Besselsche Funktion zweiter Art Y ab- 
geleitet. Weiterhin beweist Verf. folgende Integraldarstellungen für die Struvesche 
Funktion S$: 


27lI($ — _ +4 
SE een vun fi ln; 
1 


mit beliebigem 4, ReA>0. Für A=1— o, u = Coft erhält man 


2-1 u—o)T(1-Hu)[. 
Sur) = Fan inne Anz hn| SnteneleCofO PL,_,(Cof20) Sinı-=tGofede 
0 


und hieraus für o = —# wegen S,,=S,,-, 


YHarg-u+MVe f = 
= un 1 — & { + 
Su,,(2) Dane loben Pi, Su-3,,(2Coft) P,Z}(Coft) SinAtCofttdt. 
Da diese Struvesche Funktion sich durch eine Summe Hankelscher und Besselscher 
Funktionen ausdrücken läßt, werden aus den obigen Integralbeziehungen neue Be- 
ziehungen für Besselsche und Hankelsche sowie auch für Lommelsche Funktionen 
erhalten. Hierauf wendet Verf. sich den Integraldarstellungen für Produkte zweier 
Funktionen der obengenannten Art zu. Als Integrand tritt dabei die Whittakersche 
Funktion W (verallgemeinerte hpyergeometrische Funktion) auf, multipliziert mit 
Kugelfunktionen und Exponentialfunktionen. Als Beispiel einer solchen Darstellung 
sei folgende Formel angeführt: 
guttz-a-iz 7 3 
K,(z) K,(2) = netz, exp(— zCott) W_}-„,‚‚(22Cott) P/ 7, (Cot2t) Sin?*tdt. 
M.J.O. Strutt (Eindhoven). 

Meijer, €. S.: Über Besselsehe, Lommelsche und Whittakersche Funktionen. II. 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 42, 938—947 (1939). 

Verf. leitet Formeln her wie die folgende: 
(1) ni2r+>’4sinunsinya [HD (z) H®(z) — H%’(z) HR (2)] 

r/2 
= sin(u — v)z [ Ru+»-1,u-» (220089) cos(u +v)pdp, 
ö 


Reu+n>—1 |Reu—v|<1; 
R,,,(2) bedeutet (bis auf einen festen Faktor) die zweite een Funktionen. 


Mit derersten r„,, von ihnen berechnet Verf. das Integral r 1u,,(2u) X = 1du.— Ent- 
ö 


sprechend (1) drückt er auch die Funktion I_ „(z) I-,(2) — I,(2) 1,(2) durch ein Inte- 
gral aus, unterdem r„+,- 1, auftritt. — Er schließt mit Integraldarstellungen von 


Zentralblatt für Mathematik. 23. 3 
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Produkten Whittakerscher W- und M-Funktionen, von denen eine angegeben sei: Für 
largz| <n/2, Rek<1, Re(k+m)<1/2 wird 


3 gm +3, m+3gmri 
W;,m(t2) el) 


Trd-kmya 
- [ K+3(2 Cofecv) QZ%_ „(Cof2v) Stine" indo; 
0 


Q@ ist die zugeordnete Legendresche Funktion zweiter Art. (I. vgl. dies. Zbl. 22, 134.) 
Koschmieder (Graz). 
Howell, W. T.: Some formulae for the produet of two Whittaker funetions with 
different arguments. Philos. Mag., VII.s. 28, 493—495 (1939). 
Mit Hilfe der Operatorenrechnung leitet Verf. unter der Annahme Re($ + m — k) 
> 0 die Integraldarstellung her 


rz +m-— AT —-m-— h) exp|(a _ | W,m(az) Wr,m(b%) 


= 2(ab)} 2 Jexo| — x \a of (2) + b6&in? (2) &en(2Vab Sinu) Ctg°(F)du : 


ferner zwei ähnliche Formeln für W,„(b2z)M_,„(az) und für M,m(2)M_x,m(Y)- 
Koschmieder (Graz). 
MacRobert, T. M.: Formulae for generalized hypergeometrie funetions as parti- 
eular cases of more general formulae. Philos. Mag., VII.s. 28, 488—492 (1939). 
Verf. zeigt, daß einige bekannte Formeln für verallgemeinerte hypergeometrische 
Funktionen als Sonderfälle von Formeln allgemeinerer Gestalt erhalten werden können. 
Verf. geht von der Whippleschen Formel: 


Ca! a 
&,ß,y; 2 N er 
BL en el UF FREE 


aus, wobei A = —4z/(l — z)?, ersetzt z durch zit, multipliziert mit t? "1(1 — 1)» 9-1 
und integriert über it von O bis 1. Es ergibt sich: 


r,( & BD, Vs0,2 ) 
3\x«—-B+Ll,a—-y+Lo 


a 1 & i R 
(rat r)ateeer; DEN m pf[ötm at 20; 
=» n!“«—B+1l;n)«—y-+1;n)(w;n) o+n i 

n=0 


In besonderen Fällen brechen diese unendlichen Reihen ab, wofür Verf. zwei Beispiele 
gibt. Durch Anwendung des Gaußschen Satzes auf eine früher aufgestellte Reihen- 
formel erhält Verf. den Saalschützschen Satz. Verf. geht von einigen Reihenformeln 
analog zur oben genannten aus und erhält eine Verallgemeinerung des Saalschützschen 
Satzes. Endlich betrachtet Verf. einige weitere allgemeine Reihenausdrücke dieser 
Art und zeigt, wie sie in besonderen Fällen abbrechen und mit verallgemeinerten 
hypergeometrischen Funktionen zusammenhängen. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 

Smith, F. C.: Relations among the fundamental solutions of the generalized hyper- 
geometrie equation when p=q +1. Il. Logarithmie eases. Bull. Amer. Math. Soc. 
45, 927—935 (1939). 

In einer früheren Arbeit (dies. Zbl.19,62) hat Verf. Beziehungen abgeleitet zwischen 
den nichtlogarithmischen Lösungen der verallgemeinerten hypergeometrischen Differen- 
tialgleichung. Verf. fängt jetzt damit an, daß er die verschiedenen unabhängigen Lösungen 
dieser Gleichung bei verschiedenen Werten der Parameter in Form von Potenzreihen 
nach steigenden Potenzen der unabhängigen Veränderlichen (in der Umgebung von 
Null) bzw. nach fallenden Potenzen der unabhängigen Veränderlichen (in der Um- 
gebung von Unendlich) angibt. Er beweist eine Anzahl von Sätzen über die Form 
der analytischen Fortsetzung der angegebenen Lösungen außerhalb ihres Konvergenz- 
kreises für verschiedene Werte der Parameter. Diese Sätze beziehen sich auf den Fall, 
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daß ein Teil der Lösungen nichtlogarithmisch ist, und auf den Fall, daß alle Lösungen 
nichtlogarithmisch sind. Zum Schluß behandelt er die analytische Fortsetzung 
der genannten Lösungen außerhalb ihres Konvergenzkreises für den Fall der loga- 
rithmischen Lösungen. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 

Horn, J.: Über eine hypergeometrische Funktion zweier Veränderlichen. Mh. Math. 
Phys. 47, 359379 (1939). 

Die Arbeit ist eine unmittelbare Fortsetzung von Mh. Math. Phys. 47, 186—194 
(dies. Zbl. 21, 122). Während bisher die Umgebung der Stelle x = y = oo untersucht 
wurde, handelt es sich jetzt um =, y=0. Wieder werden formal erfüllende 
Reihen aufgestellt, die, abgesehen von Faktoren der Form x”e, y”, e®, nach steigen- 
den Potenzen von x 1, y fortschreiten; sie können als (divergente) Potenzreihen von 
z1 angesehen werden, deren Koeffizienten beständig konvergente Potenzreihen 
nach y sind. Durch Übergang zu Laplaceschen Integralen wird die Bedeutung 
der Reihen als asymptotischer Entwicklungen für £— oo in Winkelräumen nach- 
gewiesen, und zwar gelten diese für beschränktes |y| hinsichtlich y gleichmäßig. Zum 
Nachweis dieser letzteren Tatsache dienen Hilfssätze über die Abhängigkeit der 
Lösungen eines gewöhnlichen linearen Differentialsystems mit singulärer (Bestimmt- 
heits- oder Unbestimmtheits-) Stelle in 2=0 von einem Parameter, in dem die 
Koeffizienten regulär sind. Diese werden schließlich noch zur Verschärfung früherer 
Sätze der Schriftenreihe (vgl. die Zitate in dem genannten Referat) verwendet; ins- 
besondere brauchen (a.a.O., Schluß) in z=at, y=bt a,b nicht fest zu sein, vielmehr 
gelten die betreffenden Darstellungen für £ (reell) > + oo und a = cosp, b=sinp 


gleichmäßig in 9, wenn etwa ö<p= - —6ö (0 le 2) ; Hermann Schmidt. 


Poli, L.: Sinus du n-i&me ordre et caleul symbolique. Ann. Soc. Sci. Bruxelles, Ser. I, 
60, 15—30 (1940). 

Nach einer Zusammenfassung der wichtigsten Formeln über die zyklischen Funk- 
tionen werden algebraische Relationen, die für die zyklischen Funktionen einer be- 
siimmten Ordnung gelten, ermittelt; neu ist die Verallgemeinerung des Integralsinus 
für die zyklischen Funktionen; entsprechend werden die Zusammenhänge dieser 
verallgemeinerten Integralsinus mit dem Integrallogarithmus erschlossen. In Ver- 
allgemeinerung einer Entwicklung von Touchard (Ann. Soc. Sci. Bruxelles 1932) 
wird eine bemerkenswerte neue Funktionenklasse studiert, deren Definition in der 
Arbeit nachzulesen wäre. Die entwickelten Formeln dürften in einer Reihe besonderer 
Fragen des Operatorenkalküls wertvolle Anwendung finden. F. Knoll (Wien). 


eirzri 
PACEID] 
Cas. mat. fys. 69, 1—6 u. dtsch. Zusammenfassung 6—7 (1939) [Tschechisch]. 


+ 
Für die Koeffizienten c, der Fourierentwicklung I)c,e‘”? der Funktion Q (w, x, s,2) 
© 2zri(n+tz/r) WED 
= ee, (-— a<z<+n) werden Integral- und Reihendarstellungen her- 
=0 
geleitet und damit vor allem für K(w, z, s) = @(w, x, s, 0), R(w, s)= K(w, 0, s) und 
&(s) = R(l,s) Entwicklungen gewonnen, deren numerische Brauchbarkeit durch die 


König, Bedfich: Trigonometrische Entwicklung von K(w, x, s) =» 
=0 


beispielsweise Berechnung von £(3) - >'-, auf 12 Dezimalen dargetan wird. 
n=1 Schoblik (Brünn). 


Differentialgleichungen, allgemeine Theorie: 


Chiellini, Armando: Aleune ricerche sulla forma dell’integrale generale delPequazione 
differenziale del primo ordine y=Coy? +3Cıy? +3Cay+Cz. Rend. Semin. Fac. 
Sci. Univ. Cagliari 10, 16—28 (1940). 

Untersucht wird die Differentialgleichung 


() y=(,y +3C,y? +303Y + 03 2 
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mit bekannten Funktionen von z, C,, O1, Oz, Oz. Im ersten Teil zeigt Verf., daß dann 
und nur dann das allgemeine Integral der Gleichung (1) die Form 


(Yı - Welya — Wrly — Wlyı — Ya) (ya — ya) (ya — Ya)“ — konst,, 
in der die Konstanten &,, &%, & die Gleichung 9, +9 + =0 erfüllen, besitzt, 
wenn die Gleichung drei Partikulärintegrale y,(2), y3(&), ys(x) besitzt, die die Glei- 
chung &ıYı(8) + &gYs(2) + &sys(x) =0 erfüllen. (Einige Untersuchungen über 
die Integration von (1) im Falle, daß n Partikulärintegrale einer algebraischen Gleichung 
n-ten Grades genügen, enthält die Arbeit von H. Lemke, dies. Zbl. 21, 125.) — Im 
zweiten Teil der Arbeit findet Verf. den allgemeinen Ausdruck des Integrals der 
Gleichung (1), wenn zwischen ihren Differentialinvarianten s,, s, eine Beziehung der 
Form = as$ mit konstantem a besteht. Giovanni Sansone (Firenze). 

Chiellini, Armando: Gli invarianti differenziali dell’equazione y = & y? + 3cı 4? 
+ 3cay-+ ca. Ist. Lombardo, Rend., IV.s. 73, 227—247 (1940). 

Verf. untersucht die Differentialgleichung 


(1) yY=Ppoy®+3PaY + Ps» 
in der ?g, Pa, Ps gegebene Funktionen von x sind, und zeigt, daß die drei Ausdrücke 
= psp (Liouville), 5, —poe’/?#* (Appel), ss = — pas + 353(P6 + 3PoP.) 
(Liouville) relative und 8, = s/ ’s,, S, = sı °s, absolute Invarianten bezüglich der 
Transformationen y = A(z)z(£), &= (x) sind. Ferner beweist er, daß man s,, 53, 55 
als ein fundamentales Invariantensystem im Goursatschen Sinne ansehen kann, d.h. 
daß jede weitere Invariante der Gleichung (1) durch sie ausdrückbar ist. Aus diesen 
Ergebnissen leitet Verf. notwendige und hinreichende Bedingungen dafür ab, daß eine 
Differentialgleichung der Form 
Y’=«Y°?+3cY?+3%Y +06 

mit bekannten Funktionen von z, Cy, C1; Ca, C3, in eine Gleichung mit konstanten Koeffi- 
zienten oder trennbaren Variablen verwandelt werden kann. — Neuerdmgs hat Verf, 
seine Untersuchungen auf die Gleichung 

v-oayt+h)aay tt +," )n-ıa)y + le) 
mit n>3 ausgedehnt. Vgl. A. Chiellini, Pontif. Acad. Sci., Comment. 4, 385—411 
(1940) (wird später referiert). Giovanni Sansone (Firenze). 

Hebroni, P.: Sur les &quations differentielles lineaires dans un anneau de eertaines- 
matrices continuisees (matriees doubles D®) et leurs applications & eertaines &quations 
intögrodifferentielles. C. R. Acad. Sci., Paris 209, 712—714 (1939). 

Verf. gibt noch ein weiteres Beispiel zu seiner Theorie der linearen Differential- 
gleichungen in Ringen (C. R. Acad. Sci., Paris 208, 1268—1270, dies. Zbl. 21, 127, 
und die daselbst angegebenen Stellen). Es handelt sich um Elemente mit 5 Basis- 
einheiten und von 7 Veränderlichen abhängigen Koeffizienten. Die Wiedergabe des 
Multiplikationsgesetzes nimmt etwa die Hälfte der Note ein. Die Elemente a,&90 
bilden nur ein einseitiges Ideal, was aber zur Anwendung der Theorie genügt. 

Hermann Schmidt (Jena). 

Bautin, N.: Du nombre de eyeles limites naissant en eas de variation des eoefficients- 
a &tat d’E&quilibre du type foyer ou eentre. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 24, 669672 
1939). 

Für das Differentialgleichungssystem 

Rn n 
dx 5 A 
Dur, = I tnay) 
i+k=1 i+k=1 
(a10d01 — 1 dio # 9) 
wird im Fall n = 2 die Maximalzahl der Grenzzyklen als 3 bestimmt. Es wird auch 
ein Beispiel mit 3 Grenzzyklen angegeben. E. Hölder (Braunschweig). 
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Germay, R. H. J.: Sur une propri6t& r&sultant de l’interversion des valeurs initiales 
et des variables ind&pendantes dans certaines fonetions assoeises aux solutions des 
systömes complötement intögrables d’&quations aux diff&rentielles totales A eoefficients 
lineaires. Bull. Sci. math., II. s. 63, 272—278 (1939). 

Ein totales unbeschränkt integrables System: 

1...n 
LET ee, el... m) 

mit den Anfangsbedingungen 2, = 2° für = 2,...,,.—= x, bestimmt 2,,..., 2m 
als Funktionen von 21,...,%%, 2,...,20, 2,...,2%, und diese Gleichungen 
können nach z,..., z, aufgelöst werden, indem man die 2; mit den z? und die x; mit 
den x? vertauscht, vorausgesetzt, daß die Wertsysteme z,, x; und 2, x) genügend 
benachbart sind. Setzt man voraus, daß die a,; linear in 2,,..., 2, sind, so werden 
die z, lineare Funktionen der 2? mit m(m + 1) Koeffizienten, die Funktionen von 
213... 2%, &,...,20% sind und die mit Hilfe sukzessiver Quadraturen ausgedrückt 
werden können [Bull. Sci. math. (2) 62, 213—224 (1938)]. Die vorhin erwähnte 
Auflösung nach z{,...,z', kann dann mit Hilfe von Determinanten unmittelbar hin- 
geschrieben werden, und die Vergleichung zwischen den beiden verschiedenen Dar- 
stellungen der Auflösung liefert gewisse Beziehungen zwischen jenen m(m + 1) Funk- 
tionen und den Ausdrücken, die daraus durch Vertauschung der x; mit den a? hervor- 
gehen. Engel (Gießen). 

Saltykow, N.: L’oeuvre de Jacobi dans le domaine des &quations aux derivees par- 
tielles du premier ordre. Bull. Sci. math., II. s. 63, 213—228 (1939). 

Ein‘ chronologisch geordnetes Verzeichnis der von Jacobi verfaßten Schriften 
betreffend partielle Differentialgleichungen erster Ordnung samt einer kurzen Inhalts- 
angabe. Daraus sucht der Verf. die Entstehungsweise der Jacobischen Theorien und 
insbesondere der klassischen Werke Nova methodus und Vorlesungen über 
Dynamik, die bekanntlich erst nach dem Tode Jacobis zur Veröffentlichung gelangten, 
zu erkennen. O. Boruvka (Brünn). 


Piaggio, H. T. H.: Geometry of speeial integrals of Lagrange’s equation. J. London 
Math. Soc. 14, 2283—239 (1939). 

Vorliegende Abhandlung ist die Fortsetzung der früheren Arbeit ‚Special integrals 
of Lagrange’s linear partial differential equation“, J. London Math. Soc. 13, 264—272 
(1938) (dies. Zbl. 19, 408) vom gleichen Verf. — Verf. setzt im betrachteten Gebiet 
der x, y,z für die Koeffizienten der Diffgl. (1) P(z, y,z) ö2/dx +Q(z, y,z) 02/0 y 
— R(x,y,z) keine Holomorphie voraus (denn dann gäbe es nach Cauchy keine 
speziellen Integrale), sondern nur Einwertigkeit, Endlichkeit und Stetigkeit (u. U. ein- 
seitige). Es werden nur reelle Werte von x, y,2 betrachtet. Ferner werden für das 
Verhalten’ von P, Q,-R und u, v in den Punkten der zu untersuchenden Integral- 
flächen w = z — f(x, y) =0 gewisse Bedingungen vorgeschrieben. Dabei bedeuten 
u(z,y,2) =a, v(x,y,2) = b zwei unabhängige Integrale der simultanen Diffgln. 
dz:dy:dz = P:@Q:R, welche die Charakteristiken von (1) definieren. — Die im allge- 
meinen Integral p(w, v) = 0 von (1) enthaltenen Integrale W = O nennt Verf. ordent- 
lich, und zwar von erster Art, wenn W = (u, v), von zweiter Art, wenn W nicht die 
Form @(u, v) erhalten kann, aber die Gleichung W = 0 die Folge einer Gleichung 
y(u,v) =0 ist. Andere Integrale nennt er speziell. Ordentlich nennt er eine 
Charakteristik, wenn sie zwei ordentlichen Integralflächen erster At uv=a, v=b 
zugleich angehört; andernfalls heißt sie singulär. Damit es durch jeden Punkt nur 
eine ordentliche Charakteristik gibt, schließt Verf. alle „Nullpunkte“ aus dem zu- 
grunde gelegten Bereich aus, d.h. alle Punkte mit P = Q=R=0.— Eine ordent- 
liche Charakteristik, welche mit einer ordentlichen Integralfläche einen Punkt gemein 
hat, hat auch ein Kurvenstück mit ihr gemein, und zwar liegt sie ganz auf der Integral- 
fläche, wenn diese von erster Art ist; im Falle zweiter Art können auch Punkte der 
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Charakteristik außerhalb der Fläche bleiben. — Eine ordentliche Charakteristik, 
welche eine spezielle Integraifläche in einem Punkte trifft, berührt diese daselbst; 
d.h. eine spezielle Integralfläche ist Hüllfläche der ordentlichen Cha- 
rakteristiken. Die speziellen Integralflächen sind ferner Hüllflächen der ordent- 
lichen Integralflächen (mit Ausnahme von je ool.ordentlichen Integralflächen, s. unten). 
Diese letztere Eigenschaft kann jedoch nicht zur Kennzeichnung der speziellen Integral- 
flächen benützt werden, da auch ordentliche Integralflächen ordentliche Integral- 
flächen einhüllen können. — Auf jeder speziellen Integralfläche 8 gibt es eine Schar 
von ool singulären Charakteristiken ©. Durch jede C läßt sich eine ordentliche 
Integralfläche legen, welche im allgemeinen 8 schneidet (also nicht berührt). Jede C 
ist Hüllkurve der ordentlichen Charakteristiken, welche die ordentliche Integral- 
fläche durch C erzeugen. Die Schar der CO’ auf $ kann eine Hüllkurve E besitzen, welche 
dann eine singuläre Charakteristik zweiter Ordnung ist. E kann der Schnitt von 
S mit einer zweiten speziellen Integralfläche ’ sein, aber E kann auch existieren, ohne 
daß eine zweite Fläche 8’ vorhanden ist. Verf. geht auch auf die analytische Dar- 
stellung der singulären Charakteristiken einer speziellen Integralfläche ein. — Wenn 
sich zwei spezielle Integralflächen S und $’ in einer Kurve ( treffen, ohne sich zu be- 
rühren, ist C singuläre Charakteristik. Sie kann Einhüllende beider Scharen von singu- 
lären Charakteristiken auf S und 8’ sein oder Einhüllende der einen Schar und Ange- 
hörige der anderen. Sie kann aber nur dann Angehörige beider Scharen sein, wenn 
S und 8’ sich längs ihrer berühren. Andererseits braucht die Berührungskurve von 
S und ‚’ keine Charakteristik zu sein. — Für Nullkurven versagen die vorstehenden 
Sätze. Eine Nullkurve als Schnitt zweier spezieller Integralflächen braucht zu deren 
beiden Scharen singulärer Charakteristiken in gar keiner Beziehung zu stehen; sie 
kann beide überschneiden oder beiden angehören; es kann auch sein, daß es nur eine 
spezielle Integralfläche gibt und nur eine Schar von singulären Charakteristiken mit 
einer Nullkurve als Einhüllender. — Für alle aufgezählten Fälle bringt Verf. Beispiele 
bei. — Zum Schluß erläutert Verf., daß die speziellen Integrale einer rationalisierbaren 
Diffgl. (1) identisch sind mit dem singulären Integral der rationalisierten Diffgl. oder 
mit der Fokalfläche der Kurvenkongruenz, die aus den Charakteristiken der einzelnen 
linearen DiffgIn. besteht, in welche die rationalisierte Diffgl. zerfällt, daß aber diese 
Identifikation infolge besonderer Schwierigkeiten für die Untersuchung der speziellen 
Integrale leider nicht nutzbar gemacht werden kann. Walter Neumer (Worms). 

Cerf, 6.: Les &quations lin&aires aux derivöes partielles et la möthode de la variation 
des constantes. J. Math. pures appl., IX. s. 18, 291—302 (1939). 

Es seien z,,...,2, partikuläre Lösungen der Laplaceschen Differentialgleichung 
[]s+ap +bg+cz2=0, wobei |2,, P1; 91, "1, tı| #0 (pı = 92,/O x, usw.) voraus- 
gesetzt wird. Jede Lösung A,,...,A, des Systems von Differentialgleichungen 


zZ 2z94,/0% => 9,9 4,/0% 5 q4:04,/0x = 204,/0y a mor,/Oy 


° 
bestimmt bekanntlich eine Lösung hr der partiellen Differentialgleichung [*]. 


ı 

In der vorliegenden Arbeit wird bewiesen, daß jede dieser Funktionen A; einer La- 
placeschen Differentialgleichung genügt und daß diese 5 Differentialgleichungen durch 
eine einzige Laplacesche Differentialgleichung und Quadraturen ersetzt werden können. 
Diese Theorie wird auf den Fall von n(>5) partikulären Lösungen 2,,...,2, er- 
weitert und bildet eine neue Begründung einiger Darbouxscher Untersuchungen 
über die Laplaceschen Differentialgleichungen. O. Borüvka (Brünn). 

Cinquini-Cibrario, Maria: SulPanalitieitä degli integrali di aleune equazioni del 
primo tipo misto. Ann. Mat. pura appl., IV.s. 19, 51—79 (1940). 

Unter weniger einschränkenden Bedingungen findet Verf. eine Formel von 
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S. Gellerstedt wieder, die in expliziter Form das in dem von der Kurve 


a) @- m)’ +yt=R 
begrenzten Gebiet definierte Integral der elliptisch-parabolischen Differentialgleichung 
Gen n0z 
2,2k-2 7 © ze 
(2) k Yy a N 


angibt. Die Methode benutzt die Betrachtung gewisser Reihen von Partikulärlösungen 
der Gleichung (2) vom Typus z= R(e)®(p) mit x = ocosp, y* = sin, sowie 
besondere Summationsverfahren. Ein entsprechendes Verfahren erlaubt auch den 
Beweis der Existenz und Eindeutigkeit desjenigen Integrals von (2), das in dem Ge- 
biet definiert ist, dessen Begrenzung von einem ganz auf einer Seite der z-Achse ge- 
legenen Bogen der Kurve (1) und von der x-Achse selbst gebildet wird. Diese und 
andere Ergebnisse, die hier nicht angeführt werden können, erlauben schließlich den 
Beweis, daß ein Integral der Gleichung (2), das auf einer Seite der x-Achse definiert 
ist und auf der x-Achse selbst zu einer analytischen Funktion von x wird, analytisch 
auf die andere Seite der x-Achse fortgesetzt werden kann. — Analoge Sätze werden 
für die Differentialgleichung 

2kh+1\2 „,_, 0° Ö?z 
(3) ( D) ) Y d22 + EFT, =0 
aufgestellt, wobei sich durch die Tatsache, daß diese Gleichung vom hyperbolisch- 
elliptischen, statt vom parabolisch-elliptischen Typus ist, Modifikationen ergeben. 
So ist z.B. ein Integral von (3), das in einem Gebiet der oberen Halbebene „> 0 
definiert ist und auf der x-Achse zu einer analytischen Funktion von x wird, in die 
untere Halbebene r=0 analytisch fortsetzbar. — Schließlich wird für (2) wie für (3) 
eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Lösbarkeit des Cauchyschen 
Anfangswertproblems im reellen Gebiet angegeben, falls die Kurve, die die Anfangs- 
daten trägt, eine Strecke der x-Achse ist. C. Miranda (Torino). 


Thomas, T. Y., and E. W. Titt: On the elemeutary solution of the general linear 
differential equation of the second order with analytie coeffieients. J. Math. pures appl., 
IX.s. 18, 217—248 (1939). 

The linear. partial differential equation of the second order 

u ou 
rer ee 

is considered in a region R of the real n-dimensional space z!,x?,..., 2”, the coeffi- 
cients g*#, f*, b being analytic and the discriminant |g9*?|=F0 in R. By the intro- 
duction of a metrie ds? = 9„gadx*da in the space, the equation can be written in 
the invariant form (A) g’Pu,.g+ au,„+bu=0, where u,„ and u,.s denote the 
first and second covariant derivatives of the scalar #,g“#,a* being tensors. The 
authors give an exposition of the theory of Hadamard’s elementary solution of (A) 
(this Zbl. 4, 393) in a completely invariant form under coordinate transformations, 
specially for the elliptic case (ds? positive definite), but most of their results subsist 
even in the hyperbolie case (ds? indefinite). Normal coordinates are utilised wıth origin 
at an arbitrary point P. Let y* be these coordinates of a point N in the neighborhood 
of P, T = (925)Py”yP the square of the geodesic distance PN. It follows for the 
generalised Laplace equation (B) g*Pu,„g—= 0 that: a necessary and sufficient 
dition, that (B) admitsthe Euclidean solution v=logI’ (for n=2), or u= - 

(for n>2), is that the space be flat. A new caracterization of flat Riemann spaces 
is given: a Riemann space is flat if, and only if, the determinant of the components 
of the fundamental tensor is constant in every system of normal coordinates. Then 
elementary solutions for both cases: n — odd or even integer are investigated and the 
convergence of the series is proved by Hadamard’s methods. Choosing a special system 
of coordinates w* with origin at the point P, analytically related to the coordinates z*, 
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the elementary solution for n = odd integer can be putinto the form u=[(ga)p ww] ver 
The modifications necessary in the indefinite case are indicated in the last paragraph. 
N. Theodorescu (Bukarest). 


Halpern, S.: Sur les conditions pour que le problöme de Cauchy pour un systöme 
compatible d’&quations lin&aires aux deriv6es partielles soit correetement pose. Rec. math. 
Moscou, N. s. 7, 111—137 u. franz. Zusammenfassung 137—141 (1940) [Russisch]. 

Es wird das folgende System von mp partiellen Differentialgleichungen mit p 
unbekannten Funktionen 2,,...,2, betrachtet 


=Mı 
02,/0,=% s AM Ent, ..., tm) Okt tkez (Och... Od + Ft, 2. dm; %p + Zn) 
k)j=1l 

(=1,...,9; I=1,...,m), wobei M, die höchste in den Gleichungen für 
02,/0t},...,02,/öt, vorkommende Ordnung der Derivierten bedeutet. Für dieses 
System werden Bedingungen aufgestellt, unter welchen sich das diesbezügliche Cauchy- 
sche Anfangswertproblem als korrekt gestellt (im Sinne von Hadamard) erweist. 
Die Untersuchungen des Verf. stehen in enger Beziehung zu den Arbeiten von 
I. Petrowsky (vgl. dies. Zbl.13, 401; 18, 405); insbesondere werden gewisse Ab- 
schätzungen aus Bedingungen über Fouriersche Entwicklungen der F% als Funktionen 
der 2,,..., %n, gewonnen. O. Borüvka (Brünn). 


Sehouten, 3. A., und W. van der Kulk: Beiträge zur Theorie der Systeme Pfaffseher 
Gleichungen. Il. Beweis des Haupttheorems fürqg —=n— 5. Akad. Wetensch. Amster- 
dam, Proc. 43, 179—188 (1940). 

Dopo che nella prima Nota (questo Zbl. 22, 343), gli A. enunciarono il teorema 
generale: Un sistema die m equazioni di Pfaff inm + p variabili si puö sempre ridurre 
in modo a contenere delle equazioni che sono al piü di classe pse p & dispari, ed al piü 
di classe p + 1 se p & pari e dimostrarono il teorema per p=2,3, 4, in questa seconda 
Nota lo dimostrano per p =5. @. Vranceanu (Bucuresti). 


Differentialgleichungen der mathematischen Physik, Potentialtheorie 
und Verallgemeinerungen: 


Smogorshewsky, Alexandre: Les fonetions de Green des syst&mes differentiels 
lineaires dans un domaine & une seule dimension. Rec. math. Moscou, N. s. 7, 1T79—196 
(1940). 

Verf. bestimmt die Greensche Funktion des Differentialoperators 

L.[y] = Pole) ym + Pl y rd + --- + Pu(lz)y 
bei den Bedingungen 


n-1lb 
» d* s 
a) > (dan) = G=1,2,...,n 
k=0 a 


und entwickelt mehrere Eigenschaften dieser Greenschen Funktion. In dem Sonderfall, 
daß die linken Seiten der Gleichungen (1) zu linearen Kombinationen der Randwerte 
von y(x) und ihrer n — 1 ersten Ableitungen in den Punkten x = a und x = b werden, 
gibt Verf. weiterhin eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür an, daß die 
genannte Greensche Funktion hermitesch sei. Eine ähnliche Untersuchung wird 
schließlich auch für lineare Differentialsysteme erster Ordnung durchgeführt. 
©. Miranda (Torino). 

Kalafaty, P.: Sur les fonetions de Green des &quations difförentielles ordinaires. 
C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 26, 526—530 (1940). 

Es werden einige notwendige und andere hinreichende Bedingungen dafür an- 
gegeben, daß die zum Differentialoperator 


d d d 
L(y) = 0045 9142" 90-175 9Y (sı<b, @)>0) 
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und den Randbedingungen 


=D" y(a) +2 BuD*-1y0) == 0, (i == 1, 2, 00 n) 


- d 2 
in denen D’y=y, Dr = Iz On-k+1 D*-1,, bedeutet, gehörige Greensche Funktion 


einen Kellogschen Kern bildet. Für die Definition dieser Kerne und ihrer Eigen- 
schaften vgl. M.Krein und F. Gantmakher (dies. Zbl. 12, 168, 407 und 13, 208). 
C. Miranda (Torino). 

Pieone, Mauro: Nuovi methodi per il ealeolo delle soluzioni delle equazioni a deri- 
vate parziali della fisiea matematiea. Ann. Sci. Univ. Jassy, I: Math. 26, 183—232 
(1940). 

In diesem Vortrag behandelt Verf. eine Integrationsmethode für partielle Diffe- 
rentialgleichungen der mathematischen Physik und Systeme solcher Gleichungen, 
über die er bereits in einer vorangehenden Arbeit berichtet hatte (dies. Zbl. 18, 257). 
Der Hauptwert dieser Methode liegt darin, daß sie die Möglichkeit bietet, mit elemen- 
taren Prozessen eine beliebig genaue numerische Berechnung der Lösungen zu liefern; 
Verf. gibt von ihr einige neue Anwendungen, unter denen besonders beachtenswert die 
Näherungslösung des Dirichletschen Problems für die Poissonsche Gleichung in dem 
von zwei konzentrischen Quadraten begrenzten Gebiet ist. CO. Miranda (Torino). 

Howell, W. T.: A note on the solution of some partial differential equations in 
the finite domain. Philos. Mag., VII.s. 28, 396—402 (1939). 

Integration formelle de plusieurs &quations aux deriv&es partielles & deux variables 
independantes et ä& coefficients constants sous certaines conditions initiales: 
Au/ort — ul +adu=0 avec w=fle), Ouldi=F(e) pour t=0, 

oV/ot — M02V/öor—=0 avec V=f(z), pour t=0, 
2w/0t? == c204w/da* =(, (r+2/02" 012 er arör/da" Be 02 9r-2/92*-2) =(, 
(r+2/ö2r 01 — 020" "0a" N)w=0 avec w=f(e), Owjöt=F(z) pour i=0, 
& l’aide de la transformation de Laplace combinee avec une möthode operationnelle 
de Boole. Les solutions &tant assujetties uniquement & des conditions initiales, il 
semble que le domaine de validit soit limit£ seulement par t=0. L’auteur ne 
justifie pas ses procedes formels par la verification des solutions, ni ne pr£cise les 


conditions auxquelles sont soumises les donne&es. N. Theodorescu (Bukarest). 
Doetsch, Gustav: Ein Zusammenhang zwisehen Randwertproblemen verschiedenen 
Typs. Math. Z. 46, 315—328 (1940). aWw 


: £ ®W : 
Se W,(z,y) e W;(z, y) sono soluzioni dell’equazione a 0 la prima 
per a<x<b, y>0,ela seconda per c<xz<d, y>0, la funzione 


a) Ua, 9) =[Wıl2,)Waly,Ydt 
0 


riescee armonica nel quadrato a< x <b,c<y<.d. Piü generalmente componendo 
con formule analoghe alla (1) due soluzioni di due, distinte o coincidenti, delle equazioni 
u ER a BHEOWEE v 
ea er Aa Ay 
si ottiene ancora una soluzione di una di queste tre equazioni. L’A. studia anche il 
comportamento al contorno delle funzioni ottenute per composizione In alcuni casi 
in cui una delle funzioni componenti presenta delle singolaritä e si vale dei risultati 
ottenuti per lo studio di talune funzioni armoniche che, senza essere nulle, tendono 
a zero quando il punto (x, y) tende al contorno normalmente ad e880. C. Miranda. 
Tranter, €. 3.: Note on a problem in the conduetion of heat. Philos. Mag., VII. 8.28, 
—583 (1939). en 
2. 1%; er le formule risolutive dei seguenti problemi al contorno relativi 
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all’equazione del calore 
0%, or, 


(I) Zen per DEU Tr per z>0, 
y=® per z<0, t=0, %=0 per z>0,t=0, 
ov Ov 
= Kız, =Kız, pa a=0, 1>0. 
Ö 0? ov 0) 
(II) = im per KIE 2 her per le|>a, 


v„=® pe |al<a, t{=0, w=0 pe |e|>a, t=0, 
=); KÖa=k, ve pr z=4a, t>0, 
(dove v, e ©, sono funzioni incognite delle variabili x et e k,, k,, K,, K,, ®,a sono 
delle costanti. CO. Miranda (Torino). 

Bourgin, D._G., and R. Duffin: The Diriehlet problem for the vibrating string 
equation. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 851—858 (1939). 

This paper shows that, in the Dirichlet and Neumann type boundary value 
problem for the simple vibrating string equation y,,z — Yı,: = 0 in the finite rectangle 
0<rsS, 0<t=<T, the ratio x = S/T plays an essential role for the existence 
and uniqueness of the solutions in consideration. It is shown, for example, that: Let 
y(z,t) be a solution, continuous in all arguments through derivatives of order one 
in the closed rectangle, of the equation in the rectangle, and let it vanish on the 
boundary, and let y,. and %,, be Lebesgue summable over the rectangle, then, in 
order that the solution y(x,t) =0 be unique, it is necessary and sufficient that & 


be an irrational number. T. Kitagawa (Hukuoka). 
Christopherson, D. G.: Note on the vibration of membranes. Quart. J. Math., 
Oxford Ser. 11, 63—65 (1940). y3 1 1 
Für das von den sechs Geraden + j—h=0, v3 s+y+h=0, vs — a 
begrenzte reguläre Sechseck besitzt die Randwertaufgabe Au + M2w=0, I =0 
die Lösung = 
1 2 2 4 
wg wo oo (V3R + y) + 000255 (Y3r - y) + cos a 
2. wen 
re 


w, bedeutet den Wert von w im Nullpunkt. Der entsprechend mit sin-Funktionen 
gebildete Ausdruck löst für ungerades n die Randwertaufgabe mit w=0 am Rande 
des regulären Sechsecks 


ar 1 Y3 


1 3 
Harald Geppert (Berlin). 

Weatherburn, €. E.: On transverse vibrations of eurved membranes. Philos. Mag., 
VII. s. 28, 632634 (1939). 

Verf. gibt eine neue strenge Ableitung für die Differentialgleichung kleiner 
Schwingungen der von Hause aus gekrümmten Membranen, und zwar sowohl im Falle, 
daß die eingeprägten Kräfte gleich Null, als auch, daß sie von Null verschieden sind. 

R Wegner (Heidelberg). 

Rellich, Franz: Darstellung der Eigenwerte von Au + Au = 0 durch ein Rand- 
integral. Math. Z. 46, 635—636 (1940). 

Im n-dimensionalen Gebiet @ mit dem Rand R sei u(z,...x,) eine Lösung von 
Au+Au=0mit [ud@=1 und u=0 auf R. Dann läßt sich der Eigenwert A 

@ 


durch die Eigenfunktion % folgendermaßen darstellen: 
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1 [/du\2 dr? 
le) iR 
R 
F x R n 
worin » die äußere Normale auf R, r? — Dr. dR das Raumelement von R ist. 
i=1 


Beweis durch elementare Anwendung des Gauß-Greenschen Integralsatzes. 
Harald Geppert (Berlin). 

Mindline, 3. A.: La diffraetion d’une onde plane par rapport ä& un eerele. C. R. 
Acad. Sci. URSS, N.s. 26, 556—560 (1940). 

Eine Welle pflanzt sich mit einer konstanten Geschwindigkeit a in der (x, y)-Ebene 
parallel zu einer festen Richtung A für £<’ O fort. Im Moment t = 0 berührt die Wellen- 
front einen Kreis r=1. Durch Diffraktion werden zylindrische, im Äußeren des 
Kreises divergente und im Unendlichen verschwindende Translationswellen erzeugt. 
Man muß die Lösung U=U,+ DU, der Wellengleichung 0?U/da? + 62U/dy? 
— 1/a?0?U/öt? finden, die für t<O die bekannte Form U, = flat + r cos(9 — A)] 
hat; r, 6 sind Polarkoordinaten, es ist /(&$)=0 für &<1 und 


o f et-r T, (“—)az 
Us -2| [ae cosn® + Bänn ], 


wobei T„(wu) = cos(nare cosu) ein Tchebycheffsches Polynom ist (vgl. dies. Zbl. 22, 
226, 348). Da U, fürt>0 bestimmt ist, verschwinden A,„(z), B„(z) fürz<1. Der 
Verf. stellt zwei Randwertprobleme auf: 

U,+D,=0 bzw. 0O/dr(U,+UT,)=0 für r=1 (feste bzw. freie Grenze), 
die er auf die Integration von Volterraschen Integralgleichungen erster Art für A„(z), 
B„(z) zurückführt. — Durch eine ähnliche Methode wird das elastische Problem der 
Diffraktion einer ebenen longitudinalen Welle durch einen kreisförmigen Zylinder 
behandelt. Die Schwingung hat den Charakter einer zylindrischen Translationswelle. 
Die Komponenten u,, ug der Verschiebung erfüllen zwei Wellengleichungen, deren 
Lösungen durch Randwertbedingungen über den Zylinder mit Hilfe eines Systems 
Volterrascher Integralgleichungen erster Art erhalten werden. N. Theodorescu. 

Mindline, J. A.: Sur la distribution des ondes dans l’espace & trois dimensions. 
C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 26, 561—565 (1940). 
Durch Verallgemeinerung seiner früheren Resultate für die Ebene (dies. Zbl. 22, 226, 
348) stellt der Verf. eine im Unendlichen verschwindende Lösung der sphärischen Wellen- 
gleichung Au — 1/a202U/dt? = 0 im Falle beliebiger Anfangsoszillationen durch die 
Formel en 


DE - [a = =) +42 ( + .) P(E)dEY,„(0,9) 


n=0 \-o 


dar, wo Y„(@, @) eine Kugelfunktion von Laplace, P,(£) ein Legendresches Polynom 
ist. Mit Hilfe dieser Formel werden, unter Voraussetzung der Existenz der Lösung des 
Cauchyproblems und durch Entwicklung in Reihen nach Kugelfunktionen der für 
t = 0 bekannten Werte von U und OU/dt und der gesuchten Funktion U(r, 0, 9,t) 
die Koeffizienten der Reihen mittels eines vom Verf. schon früher (a. a. O.) unter- 
suchten Typus von Integralgleichungen bestimmt. Anweisungen für den Fall eines 
m-dimensionalen Raumes. N. Theodoreseu. 
Mindline, 3. A.: La rösolution du problöme exterieur de Cauchy-Dirichlet pour une 
&quation ondulatoire dans le cas d’une sphere. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 26, 566—569 
1940). 
ne des Cauchy-Dirichlet-Problems für das Äußere einer Kugel r=1 unter 
Voraussetzung der Existenz dieser Lösung. Die Anfangs- und Randwerte von U und 
OU/öt für = 0 bzw. U auf der Kugel werden in Reihen von Kugelfunktionen mittels 
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einiger Bedingungen entwickelt. Die Anwendung des Ausdruckes von U(r,0,9,t) 
(s. vorstehendes Ref.) und einiger Integralgleichungen eines vom Verf. schon unter- 
suchten Typus oder vom Volterraschen Typus zweiter Art erlaubt ihm, die Koeffi- 
zienten der Entwicklung von U zu bestimmen. — Durch die gleiche Methode kann man 
auch das Cauchy-Neumann-Problem sowie das der Diffraktion einer ebenen Welle 
an einer Kugel lösen. N. Theodorescu (Bukarest). 


Seth, B. R.: Potential problems concerning eurved boundaries. Proc. Indian Acad. 
Sci., Sect. A 9, 447—453 (1939). 

Verf. erweitert frühere Resultate [Quart. J. Math., Oxford Ser. 5, 161—171; 
Proc. Cambridge Philos. Soc. 30, 392—403 (1934); Philos. Mag. 20, 632—640 (1935), 
dies. Zbl. 18, 20; Proc. London Math. Soc. 41, 323—331; Philos. Mag. 22, 582—538, 
dies. Zbl. 15, 185; Philos. Mag. 28, 745—757] über das ebene Randwertproblem 


n Rn 
< 08 
% _ Ss: | coszvy + 3 — > x) coyvr—=(0 
r=0 r=0— 


bei Polygonbereichen (® harmonisch, f,, X, homogene Polynome in z und y vom 
Grade r, » Normalenrichtung) auf den Fall von krummlinigen Bereichen durch kon- 
forme Abbildung auf Polygonbereiche, in welchen dann die Randbedingungen die 
obige Form annehmen sollen. So werden als Beispiele Bereiche, die von 2 bzw. 3 bzw. 4 
konfokalen Parabeln begrenzt werden, betrachtet. Tautz (Breslau). 


Curtiss, J. H.: On extending the definition of a harmonie funetion. Amer. Math. 
Monthly 47, 225—228 (1940). 

Von John Beek jun. [Amer. Math. Monthly 46, 587—588 (1939)] stammt folgen- 
der Satz: Ist U(z, y) ein Potential, so ergibt sich das dazu konjugierte Potential V(z, y) 
als Imaginärteil von 2 U[(z + c)/2, (2 — c)/2:], worin z= r+iy und c so gewählt 
ist, daß die Funktion endlich bleibt. U. a. ist jedoch der dafür a. a. O. gelieferte Beweis 
nicht einwandfrei. In der vorliegenden Note wird diese Lücke ausgefüllt und gezeigt, 
wie man den Satz zu interpretieren hat, damit er richtig bleibt. Es sei nämlich U(x, y) 
eine im Bereich R reguläre Potentialfunktion und {P,(z, y)}, (n=0,1,2,...) eine 
Folge von harmonischen Polynomen vom Grade n, welche auf jeder abgeschlossenen 
Punktmenge des Teilbereiches R, von R gleichmäßig gegen U(z, y) konvergiert. 


Es gilt dann die Limesbeziehung lim 22,4) > [/@) + @")]j2 gleichmäßig für 
z und 2” auf jeder abgeschlossenen Punktmenge von R,, wenn !=z2, +tiz, 
!’=2, — iz, und /f@)=U(xz,y)+iV(x,y) ist. Hieraus folgt unschwer die Be- 
hauptung von Beek, wenn man z, = (2 + c)/2 und 2, = (z — c)/2i setzt. Lammel. 


Monna, A. F.: On the Dirichlet problem and the method of sweeping-out. Akad. 
Wetensch. Amsterdam, Proc. 42, 491—498 (1939). 

Wenn Q ein offenes Gebiet, & sein Rand und /(Q) eine stetige Funktion des 
Randpunktes @ ist, so existiert bekanntlich eine Funktion F(P), die in @ harmonisch 
ist und für P>Q gegen /(Q)-strebt, mit Ausnahme höchstens einer Menge von der 
Kapazität Null. Es existiert eine positive Massenbelegung u?(Q), erklärt für alle im 
Borelschen Sinne meßbaren Teilmengen von 2, so daß eine Lösung F,(P) durch das 
entsprechende, im Lebesgue-Stieltjesschen Sinne gebildete arithmetische Mittel erklärt 
ist (diese Lösung ist allerdings nicht, wie vom Verf. behauptet wird, die einzige, solange 
nicht weitere Beschränktheitsbedingungen hinzugefügt werden). Diese Lösung fällt 
mit der Lösung des engeren Dirichletschen Problems zusammen, falls dieses Problem 
lösbar ist (wie das letzte Problem zu fassen ist, wird vom Verf. nicht klar formuliert). — 
Verf. beweist unter gewissen einschränkenden Bedingungen, daß diese letzte Bedingung 
bei stetigen Randwerten /(Q) genügt, um die dem Gebiet 2 zugeordnete Funktion Er 
eindeutig zu bestimmen, falls ıman vom Randverhalten absieht und statt dessen 
fordert: 1. F ist ein beschränktes lineares Funktional der stetigen Funktionen IQ); 
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2. Wenn F zum Gebiet Q gehört und 2, +F,cQ, so gehört F auch zum Gebiet 
2 — (2, + 2,), wobei als Randwerte F auf Z, und f auf X zu nehmen sind. 
Rolf Nevanlinna (Helsinki). 


Frostman, Otto: Les points irr6guliers dans la thöorie du potentiel et le ceritere de 
Wiener. Fysiogr. Sällsk. Lund Förh. 9, Nr 2, 1—10 (1939). 

Erweiterung und neuer einfacher Beweis des Satzes von Wiener über die quanti- 
tative Bedingung für die Regularität eines Punktes im Falle eines verallgemeinerten 
Potentials gebrochener Ordnung &. Verf. bestimmt ferner für x = 2 (Fall des gewöhn- 
lichen Potentials) die Gesamtheit der Grenzbelegungen wu, welche aus den „Greenschen 
Massenbelegungen‘ up erhalten werden, wenn der außerhalb der Randpunktsmenge F 
gelegene Pol P, aus welchem wp durch das Balayageverfahren gewonnen wird, gegen 
einen PunktQ von F rückt. Wenn Q regulär ist, so ist u die punkthafte Einheitsmasse u, 
in Q, wenn dagegen Q ein reduzierbarer (z. B. isolierter) Punkt ist, so ist u die stetige 
Belegung 4,. Die Lücke zwischen diesen äußersten.Fällen wird nun vom Verf. folgender- 
maßen ausgefüllt. Falls Q irregulär und nicht reduzierbar ist, so hat up für P>Q 
als Häufungsbelegungen jede Belegung u aus dem linearen Intervall zwischen w, 
und 4#,. — Hieraus ergibt sich speziell der genaue Häufungsbereich der Lösung des 
Dirichletschen Problems in einem irregulären Randpunkt. Rolf Nevanlinna (Helsinki). 


Leray, Jean: Diseussion d’un probleme de Dirichlet. J. Math. pures appl., IX. s. 
18, 249—284 (1939). 

Verf. gibt eine ausführliche Darstellung der in C. R. Acad. Sci., Paris 205, 268, 784 
(dies. Zbl.18, 65) veröffentlichten Resultate über das Dirichletsche Problem 
Bee ,yD-O0Arn >L,1.>0,%>0, wen !=0). Ein Din- 
chletsches Problem mit den Daten (y, z,, 2,) bedeute nach Verf. die Bestimmung einer 
Fläche z(z, y) zwischen z,(z, y), 2.(z, y), die (1) erfüllt und y als Randkurve besitzt. 
Folgende beiden Fälle werden behandelt (auf genaue Formulierung muß verzichtet 
werden): 1. Die unendlich ferne Kurve der Fläche {=0 im Raume der r, s, t liege 
mit ihren Tangenten außerhalb der unendlich fernen Kurve des Kegels rt = s?. 
2. Die genannten Kurven fallen zusammen. Im ersten Falle benutzt Verf. eine frühere 
(dies. Zbl. 18, 404) Abschätzung der zweiten Ableitungen mittels einer Schranke für 
die ersten. Durch Abschätzung der letzteren gelangt er zu einem Kriterium dafür, 
wann ein Dirichletsches Problem ‚‚bien pose‘“ bzw. „mal pose‘“ ist. „bien pose“ (kurz 
b.p.) für eine Schar ® von Kurven y bestimmter Art bedeutet im wesentlichen, daß 
für eine kompakte Schar von Daten (y,z,,2;) die Menge der Lösungen entweder leer 
oder in sich kompakt (im Raume der dreimal stetig diff. Funktionen) ist, und daß eine 
Lösung immer dann existiert, wenn y z, und 2, nicht trifft, und / für z, bzw. z, ver- 
schiedenes Vorzeichen hat. „m.p.‘“ bedeutet, daß es keine Schar ® gibt. Beispiel 
(Kap. V): Die quasilineare Gleichung ar +2bs +ct+ d=0,ac-—b>0,a>0, 
c >0 istb.p. für die Kurven, für die, bei beschr. x, y, 2, = (E = ap? +2bpq + cq°) 


beschr. bleibt für unendlich wachsendes p® + q?, und wenn dabei - A $ klein werden, 
d 

und die dritten Ableitungen von 7 7: er: 09 m = AIET; 
riablen x, y,2, Yp? + q?, arctgp/g beschr. bleiben. Im zweiten Falle ist {= rt — B2 
+ g(r,8,1,9,9,%,y,2) + h(r, 3,1,9, 9,2, 92), 9 homogen vom Grade 1 in 1,8, 
t, h beschr. durch eine stetige F. von p, g, x, y,2. Sowohl die ersten wie die zweiten 
Ableitungen werden a priori abgeschätzt. „b.p.“ wird u.a. dahin abgeändert, daß 
dann eine Lösung existieren soll, wenn für 2,(2, y) < 22(2, 4), 9 auf 2, liegt, und 
h>0,%,=0 sein soll. Das Problem ist (neben a. Bed.) b. p. bzw. m.p., je nachdem 
(0? 62/öp? — 2002/0p0g + 22/09) g(0?, — 0,1,9,9,2,9,2)= bzw. >0 ist 
E Tautz (Breslau). 


nach den Va- 


(es 
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Integralgleichungen, Integraltranstormationen: 


Doubrovsky, V.: Sur les &quations intögrales du type de Volterra eorrespondant aux 
espaces abstraits. Rec. math. Moscou, N. s. 7, 167—177 u. franz. Zusammenfassung 
177—178 (1940) [Russisch]. 

Le but de cet article est l’&tude des &quations integrales 
u(@)=A/K(z,dAyJuly+fe) D € ve= AN CHE ICH 

e(« e*(e 
oz EN un el&ment et e un ensemble d’un certain espace abstrait A. Les domaines 
d’integration sont tels que si z,Ce(z), on a e(z1)<e(e), et si e,Ce*(e), on & 
e*(e,)Ce*(e). L’auteur donne des conditions relatives surtout aux ensembles e(z) 
et e*(e); si ces conditions sont verifiees, chacune des quations (I) et (II) a une et une 
seule solution pour une valeur donnee du parametre A. Il donne un exemple qui montre 
que si les conditions indiquees ne sont pas verifies, la solution peut ne pas exister. 
B. Hostinsky (Brünn). 

Hardy, G. H.: Notes on special systems of orthogonal funetions. III. A system of 
orthogonal polynomials. Proc. Cambridge Philos. Soc. 36, 1—8 (1940). 

Es handelt sich um den Zusammenhang zweier Systeme orthogonaler Funktionen 
(0. F.) 9n(2),.qn(t): Die 9,(x) sind Eigenfunktionen des im Sinne von Hardy und 
Titchmarsh verstandenen Fourierschen Kernes K(x), die den Eigenwerten (—1)” 
zugehören; ihre Mellinschen Bilder (M. B.) heißen y„(s). K,(x) sei das Integral von 
K(x), k(s)/1 — s) das M.B. von X,(x)/xz, ferner k(s) =(s)/I(1 — s); wird dann 
Yn(s) = Us) pn(s — 3) gesetzt, so ist 7, ein gerades oder ungerades Polynom 
n-ten Grades, und i-"p,(it) = (tl) sind die in (—oo, oo) zur Belegung 
(2r)-!|1(3 + it)|? gehörigen o.F. Für die — gleichzeitige — Vollständigkeit der 


= +% 
Systeme @,, Yn bürgt ein endlicher Wert von 1: edt\I($ + it)|?dt (6 > 0). Beispiele: 


1. K)=J(Ya)l2, Ko) = T/TL-9),U)=2T (); Pnle)=(n!)-1eRL,(e), 
wo L, die Laguerreschen Polynome. q,„(£) gehören zur Belegung Coj-!rzt. II. K(z) der 
singuläre Kern, für den K,(a)=0 (szr=]) K,()=1 («>1) kea)=1, 
Ks) = coseens, ala) =(2n+1)V2(z+1)-!P,[(z—- 1)/(x-+1)], wo P„ die Le- 
gendreschen Polynome. q,(£) sind die zur Belegung 27Coj-?rt gehörigen Bateman- 
schen Polynome. — Verf. gelangt zu den Systemen @,, y„ beider Beispiele noch von 
einem zweiten Kern aus. (I, II, dies. Zbl. 21, 19.) Koschmieder (Graz). 
Veeoua, I.: Sur les &quations int&grales lin&aires singuliöres eontenant des intögrales au 
sens de la valeur prineipale de Cauchy. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 26, 327—330 (1940). 
8. Michlin [C.R. Acad. Sci. URSS, N. s. 24, 315—317 (1939); ce Zbl. 22,51] a donn& 
lesconditions neco£ssaires et suffisantes pourl’&quivalence d’une certaine classe d’&quations 
- Integrales singulieres contenant des intögrales au sens de la valeur principale de Cauchy, 
et des equations integrales de Fredholm. L’auteur considere un probleme analogue 
relatif a l’equation integrale 


(o)plo) — [N Sladr = /(o) a) 
S 


ou 5 est un contour simple ferm& ayant une courbure bornee en chaque point; o et r 
sont les coordonnees complexes des points situ6s sur 8; K(a,r), &(o), f (co) sont des 
fonctions donnees et A un paramötre fixe. L’intögrale est prise au sens de la valeur 
principale de Cauchy. L’auteur &tudie differents cas oü l’&quation (1) est equivalente 
a une &quation de Fredholm. B. Hostinsky. 
Crum, M.M.: Someinversion formulae. Quart. J. Math., Oxford Ser. 11,49—52 (1940). 
Verf. führt einige Rechnungen mit dem Fourierschen Kern 
n—1 


1 | oo 
k(x) =—% 2 Kiigz(a),a>0 K,l) = fer rom rg, R@) >o0 


—00 
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durch, der aus einer allgemeinen Darstellungsformel gewonnen wird. Eine einfache 
Transformation rn die Reziprozität 


F(ö) = 2: Rn lo)Gtn)dn, 


—00 


ı (Z6+m 
a) =[e" "Kiesml)F)an 


= 00 


und die zweckmäßige Verwendung einer Faltungsbeziehung die Funktionalgleichung 


F(&), @(£) < L%(— oo, oo) 


1 
(Kom (a) Kig+m (d) e""PM"dn= Kia- (0) e”??-%4, wo A,B,C die 


Se des Dreiecks mit den Seiten a, b,c sind. Endlich wird noch die bekannte 
Transformationsformel 
Fi) = JI,(@(n — &, G(&) = Jn(a)F(n — £) 
hergeleitet. a > Ze Hadwiger (Bern). 
Achyeser, N.: Über einen Satz von $. Bochner. Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., 


Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV. s. 14, 75—78 u. deutsch. Zusammenfassung 
79 (1937) [Russisch]. 


Verf. gibt einen neuen Beweis des $. Bochnerschen Satzes über die Darstellbarkeit 
jeder im M. Mathiasschen Sinne positiven Funktion f(t) (- eo <t< +00) durch 


ein Fourier-Stieltjes-Integral il: e'wdp(u): dabei ist @(w) eine nicht abnehmende, 


beschränkte und im wesentlichen durch /(t) eindeutig bestimmte Funktion. Der Be- 
weis besteht einerseits im Nachweis, daß die für Jz>0 reguläre Funktion F(z) 


net den beiden BE een yFly)=0O(), y>® und Rf@)>0 


genügt und andererseits daß F(z) = JE ee ist, welche Formel auf Grund eines 


Satzes von F. Riesz-R. Nevanlinna und der vorstehenden Beziehungen erhalten 
wird. V.@. Avakumovie (Beograd). 


Dubourdieu, M. J.: Sur un th&or&me de M. S. Bernstein relatif & la transformation 
de Laplace-Stieltjes. Compositio Math. 7, 96—111 (1939). 

Verf. gibt einen einfachen Beweis für den Satz von 8. Bernstein über die Dar- 
stellbarkeit jeder absolut monotonen Funktion f(x) (d.h.: es ist I= 1A (2) > 0, 


n=0,1,2,...) durch ein Laplace-Stieltjes-Integral (1) /(z) = fe-r240() mit 
ö 
nicht abnehmendem ©(z); D(x) wird, vorausgesetzt, daß D(0)=0 ist, durch 


(2) ZZ = lim > (-17 f®(z) gegeben, woraus die Eindeutigkeit 
oen<iz j 
der Darstellung (1) folgt. — Wegen (X — Xe-/X) — jean: wo Dy(A) die 


Funktion 0 für A=0 bzw. Der fP (X) für 1 >0 bedeutet, besteht der 
0<n<Az 

Beweis von (1) in der Durchführung des Grenzüberganges X >00. Um (2) zu erhalten, 

beweist Verf. die in der Theorie der unstetigen stochastischen Prozesse vorkommende 


n=r 


ß 
Formel (3) „im > e= ne = v= [ e-®dt, wo r bzw. r’ die kleinste bzw. größte 


T 
[ 
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ganze Zahl ist, die der Ungleichung u2— aY2ur<n <sur— y2 4x genügt. (3) wird 


zum Beweis von lim Pina) = ‚lim Deus a =0 für A< u bzw. =1/2 
0<n<iz 
für A=u bzw. =1 für A>yu benutzt; diese Formel führt, zusammen mit 


®,(i) = ji Y(h,u,a)dd(u), falls A ein Stetigkeitspunkt von P(A) ist, bzw. 
D'- RUE TEER DE nr e+2d(z) -{B(4+0)-9(A-0)} 74,12), 
0sn<izr 0Sn<Az 


falls A ein Unstetigkeitspunkt von D(A) a zum Beweis von (2). Dabei ist O(r) durch 
Od)= Gr) fürr<Abzw. = B(A 0) fürr=Abzw.= D(r) - {B(A+0)— DB(A -0)} 


für r>4 definiert. V.@. Avakumovic (Beograd). 
Sundaram, $S. Minakshi: On generalised Tauberian theorems. Math. Z. 45, 495 —506 
(1939). 


Es werden mehrere elementare Umkehrsätze vom Typus der O- bzw. „unvoll- 
ständigen“ O-Umkehrsätze, teilweise in Form von Oszillationssätzen, für das durch 
oo 


F(o)=o f p(ot)s(t)dt definierte Verfahren gegeben. Dabei ist p(t) von beschränkter 
ö 
Schwankung für O<t=< T= const. und nicht abnehmend für >, und die Inte- 


grale f ud UF und f rh wo ylt) = f p(t)dt ist, sind konvergent. Unter 


0 t 
anderem beweist Verf. den (schon bei mehreren Autoren implizit vorkommenden) 
Satz: Aus ‚im infis’()>0 und F(o) = O(1),0—0 folgt Osc. s(w) = Ose. F(o). 

= 00 tee} o= 
V.@. Avakumovi£ (Beograd). 


Wiener, N., and H.R.Pitt: A generalization of Ikehara’s theorem. J. Math. Physics, 
Massachusetts Inst. Technol. 17, 247—258 (1939). 


Sei s(u) meßbar, > —K und S(w) —=[e"*"s(u)du konvergent für Rw>0. 
0) 

Es bezeichne weiter C,(0< a =1) die Kurvet+iBt* (t>0) und C,, die imaginäre 

Achse. Ferner sei für 0 <xa<l1l, $(w) absolut integrierbar längs C. und es gelte 

Stu) — [ade 


an) z-w 


a: Ca 12 1 Sle)aer x 
definiert, daß S(w) = ln für jedes aus den drei Strecken IZz| =<A,Rz:=0 
& 


‚ wenn w innerhalb C, liegt: für x = 0 sei S(w) längs CO, so 


und /2=-+A, Rz>0 bestehende C’ gilt. Verf. beweisen folgenden Satz I, der 

gewissermaßen die Hardy-Littlewoodschen Umkehrsätze für Laplacesche Integrale 

mit denjenigen vom Typus der Landau-Fatou-Rieszschen Umkehrsätze funktionen- 

theoretischer Art verbindet und diesbezüglich in engster Beziehung zu den Sätzen des 

Ref. (dies. Zbl. 16, 117 und 20, 16) steht. Satz I: Genügen s(u) und S(w) den vorher 
x +ax* 

genannten Bedingungen, so gilt für jedes «a >0, x“ [s(u)du = o(l) bi z>w. — 
T— aı% 

Der Beweis besteht im Nachweis, daß aus den Voraussetzungen des Satzes 


oo 
1 


1 u 
lan h = z (2 — Du a =o(l) bei > oo folgt, woraus sich 
ö 
6 


auf Grund der H.R. Pittschen Verallgemeinerung des Umkehrsatzes von N. Wiener 
die Behauptung des Satzes ergibt. V.@. Avakumovit (Beograd). 


